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Compressione d’'immagini

di Manuel Zambelli "

Il presente lavoro nasce durante il Progetto Lauree Scien-
tifiche cui ho partecipato nell’anno in corso. Abbiamo trattato
I'argomento dell’analisi armonica mediante la serie di Fourier
di un segnale sonoro periodico.

Il professor Sisto Baldo, analista presso I'Universita degli
Studi di Verona, Facolta di Scienze, ha introdotto I'argomento
proponendo lo studio di semplici suoni, in particolare vocali,
che dovevano essere simulati attraverso I'applicazione della
trasformata discreta di Fourier. Ho pensato che lo stesso prin-
cipio potesse essere applicato allo studio simulato d'immagini.

Con il software Mathematica 7.0 ho realizzato un program-
ma per mezzo del quale, a partire da un’immagine che viene
importata nel software, si sviluppa una procedura che compri-
me l'immagine e ne simula la costruzione attraverso la DFT
(Discrete Fourier Transform). In questo breve articolo presento
il lavoro da me fatto e i risultati che ho ottenuto.

Per quanto riguarda la teoria generale dell’analisi armoni-
ca di Fourier e delle sue trasformate in bibliografia sono indi-
cati i testi fondamentali consultati [B.1, B.2].

Qui di seguito invece riporto quelle parti della teoria che ho u-
sato al fine di risolvere il problema.

Data un'immagine in formato “.png” di m x n pixel adiacenti
(dove m sta per il numero di righe di pixel, n per il numero di
pixel in ogni riga (colonne) e dove ogni pixel € rappresentato
come una terna di interi), quando essa viene importata in Ma-
thematica & rappresentata come un vettore di vettori costituito
nel seguente modo:

{ {law, b, end, {a, b, cia}y ooy {@in, bins Cin } s

{{aar, bar, ean}, {an, b, 20}, ...y {@on, bows €20},
{{aml’ bmla le}a {amZa mea CmZ}a cees {amm bmm Cmn}} } (1)
I numeri a;;, b;, c; rappresentano l'intensita delle componenti

cromatiche rossa, verde e blu del pixel di posto ji.

Questo puo considerarsi il prototipo di qualsiasi immagine in
formato “png” importata in Mathematica.

Riarrangiamo il vettore cosi presentato in modo tale da for-
mare la seguente nuova terna di vettori:

A= {{allaalb ---aaln}a {a21a522a ---aa2n}a CERE) {amlaam2a ---aamn}}
B = {{b11,b12, ..., b1n}, {b21,022, - sb2u}s s D1 D2y oD} }

C={{C11,C12, «+r Cln}s {€215C225 coos Conbs wvvs AC1Cm2s s Con} - (2)

Questa trasformazione (dove il numero di interi contenuti in o-
gnuno dei vettori 4, B, C € m - n) permette di rendere piu age-
vole I'accesso ai dati nel mio algoritmo, rendendo molto piu
chiaro il codice.

Il primo elemento (vettore) di 4 contiene la componente cro-
matica rossa di tutti i pixel della prima riga, il secondo elemen-
to tutte le componenti rosse della seconda e cosi via fino al-
I’'m-esima riga. La stessa cosa vale anche per il vettore B
(verde) e per il vettore C (blu). Per ricostruire 'immagine origi-
nale con la DFT basta allora considerare ogni elemento della
lista 4 (e in modo analogo per le liste B, C) come campiona-
mento di una funzione f,; 2n-periodica. Per I'approssimazione
delle f;; possiamo utilizzare polinomi trigonometrici nella forma

P4jo

N .
wAj(t):T-l— kzlPAjkCOS(k't)+qukSm(k't)

Jm ©)

dove p,; sta a indicare il k~-esimo coefficiente del coseno del /-
esimo segnale 2zn-periodico del vettore 4.
Dobbiamo pero determinare i coefficienti g, ;. € p4; .
Qui entra in gioco Fourier. Infatti, posta % la distanza tra ogni
punto di campionamento (questa distanza & equivalente per
ogni nostra f,;, essendo il numero di campionamenti equiva-
lente per tutti e uguale a n), dove
h= 2 , 4)

n
i coefficienti ¢, € p.;« vengono calcolati come segue:

j=1,..

1 T
Pajk =7 J faj(t)cos(kt)
v ke{o.1,... N}
9Ajk =% J faj(t)sin(kr) dt (5)

Le (5) danno i coefficienti di Fourier esatti delle funzioni f;;
Mathematica, essendo un software molto sofisticato e molto
ben sviluppato, permette di calcolare integrali, se possibile,
anche in modo esatto (simbolico).

Noi perd non abbiamo a disposizione una funzione periodica
definita in tutti i punti da passare a Mathematica, bensi una
funzione campionata. Calcolandoci gli integrali delle (5) con il
metodo dei rettangoli, dove il numero di rettangoli sui quali ef-
fettuare il calcolo dell’approssimazione numerica dell'integrale
& n (essendo » il numero di campionamenti delle nostre £, la
trasformata, nel nostro problema, diventa

Pajk = %~h‘z;aﬁcos(k(—n+h‘(i—1)))
Qajk :%'h~z:l:laﬁsin(k(—n+h-(i—l)))

detta anche Discrete Fourier Transfom (DFT).

Potremmo anche calcolarci i coefficienti con I'algoritmo
della Fast Fourier Transform, che renderebbe molto piu veloce
tutto il processo, ma per semplicita ho deciso di implementare
le (6).

Quanto grande & opportuno prendere N? O meglio, a quale
coefficiente conviene fermarsi?
Empiricamente, ho notato che un N opportuno si ottiene da

6m/n , (7)

ma il programma permette anche di poter scegliere un N arbi-
trario, per poter vedere come cambia 'immagine simulata al
variare di N.

Il vettore formato dai coefficienti ¢, € p4,« costituisce la mia
immagine compressa, che posso ricostruire tramite un algorit-
mo di decompressione. Infatti, avendo i coefficienti g4« € pa;s
€ immediato il calcolo dei w,,(¢) (vedi (3)) e, applicando questo
procedimento anche ai vettori B e C, otteniamo questi 3 vet-
tori:

, kefo,1,..,N}  (6)

X= { WAl(t)a WAZ(t)y ------ 5 WAm(t) }
Y= { WBl(t)y WBZ(t)a ------ 5 WBm(t) }
Z= { WCI([)a WC2(t)s ------ 5 WCm(t) } (8)

Costruisco ora, nel modo seguente, la mia immagine decom-
pressa:



{  {wai(-), we1(-Tr), wea(-TT) },
{ war(-r+h), we1(-Tr+h), wea(-r+h) }, ... ,
{ wai(-m+(n-1) h), wg1(-r+(n-1) h), we1(-m+(n-1) h) }},
{{ waz(-T1), We2(-T), Weo(-TT) 1,
{ Waz(-1r+h), wez(-T+h), wea(-r+h) }, ... ,
{ Waz(-Tr+(n-1) h), wez(-Tr+(n-1) h), wea(-Tr+(n-1) h) }},

{{ wam(-1r), Wem(-Tr), Wem(-1r) },
{ wam(-1r+h), wem(-11+h), wem(-TT+h) }, ...... ,
{ wam(-1r+(n-1) h), wem(-T+(n-1) h), wem(-T+(n-1) h) }}
}
Le immagini seguenti presentano i diversi output del program-
ma al variare di N, con immagine in input costante.

5 Armoniche 7 Armoniche

0 Armoniche

1Armoniche

BE

30 Armoniche

10 Armoniche

fig.1

18 Armoniche immagine originale

0 Armoniche 4 Armoniche 7 Armoniche

14 Armoniche 28 Armoniche Immagine Originale

fig.3

Siccome per un'immagine reale non c'é ragione di supporre
che f,(-m)=f,(m), la funzione periodica f;; potrebbe risultare di-

scontinua ai bordi dell'intervallo [-x, n]: se partiamo da una
immagine che non abbia uno sfondo omogeneo, dobbiamo a-
spettarci degli artefatti di compressione vicino al bordo dell'im-
magine. Questo effettivamente & cid che accade, come pos-
siamo vedere nella fig. 3 ('immagine in alto & I'originale, quel-
la in basso la sua ricostruzione con il mio algoritmo). Nella
parte sinistra dellimmagine simulata, dove dovremmo aspet-
tarci solo il bianco, compare invece una forte componente di
grigio. A destra, l'originale nero € mescolato con il bianco.
Queste “stranezze” sono proprio gli artefatti di cui parlavamo
prima.

Il mio algoritmo comprime separatamente ciascuna riga
dell'immagine.

Gli algoritmi usati nel mondo reale (per esempio “jpeg”),
invece, comprimono contemporaneamente tutta I'immagine u-
sando una versione bidimensionale della DFT: in questo mo-
do il file compresso risulta notevolmente piu piccolo, ma ov-
viamente l'algoritmo € molto piu complicato. Il vantaggio di
questo algoritmo di compressione sta nel fatto che, sceglien-
do di fermarsi a Vn coefficienti, per memorizzare limmagine
ho bisogno di salvare 6m+n coefficienti di Fourier, al posto dei
3nm numeri interi presenti inizialmente nel vettore (1). Sostan-
zialmente, riesco a rimpiazzare il fattore n con un multiplo pic-
colo di Vn, cosa molto conveniente per » grande!
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riore, Vol. I, p. 466 e ss., Editori Riuniti, Roma, 1977. [B.2] Mathe-
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Laboratorio di Scienza del Suono: Parte Matematica, Dipartimento di
Matematica Universita degli Studi di Trento, anno 2010.
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Trasformata di Fourier discreta:
applicazioni all'acustica...ed altro!

di Sisto Baldo

L'articolo di Manuel Zambelli che compare in questo nu-
mero € un ... piacevole e inatteso prodotto di un'attivita di la-
boratorio per gli studenti dell'lTIS Marconi di Verona, realizza-
ta nel quadro del Piano Lauree Scientifiche, alla quale ho
contribuito assieme agli insostituibili colleghi Burato, Corso e
Visigalli.

Agli studenti del V anno che hanno partecipato su base
volontaria al laboratorio, abbiamo proposto alcune attivita in-
centrate sull'applicazione della Trasformata di Fourier Discre-
ta (DFT) allo studio di fenomeni acustici (ricostruzione del tim-
bro di strumenti musicali, compressione di un segnale periodi-
co, individuazione delle formanti nelle vocali umane...).

In uno degli incontri con gli studenti, mi & capitato di ac-
cennare all'utilizzo della DFT per la compressione di immagi-
ni: lo studente Zambelli ne ha immediatamente approfittato
per sperimentare un suo personale algoritmo, che impiega la
DFT unidimensionale (che gia stavamo usando per i suoni)
per comprimere un'immagine riga per riga. Una soluzione cer-
tamente un po' ingenua rispetto agli algoritmi allo stato dell'ar-
te... ma nondimeno semplice, istruttiva ed efficace!

Per chi fosse interessato ad una discussione elementare
sulle applicazioni della DFT all'acustica, e a possibili spunti
per un laboratorio di matematica, segnalo del materiale libe-
ramente scaricabile dalla mia pagina web:

http://profs.sci.univr.it/~baldo/divulgazione/matfismus.html

[2] Docente di Analisi Matematica, Universita degli Studi di Verona



