Per il teorema di Pappo, l’area della superficie generata dalla rotazione di un arco di curva intorno ad un asse nel suo piano è uguale al prodotto della lunghezza dell’arco per la lunghezza della traiettoria descritta dal baricentro dell’arco. 

Consideriamo una arco di curva di lunghezza costante di estremi C e D. L’area della superficie generata dalla rotazione dell’arco intorno alla retta AB è minima se è minima la distanza del suo baricentro dalla retta. 

Per determinare la curva di lunghezza costante che ha il baricentro alla distanza minima dalla retta AB consideriamo la seguente situazione fisica: 

Immaginiamo di collegare i punti C e D con una corda inestensibile di lunghezza costante. In condizioni di equilibrio essa si dispone in modo da assumere una configurazione con la minore energia potenziale. L’energia potenziale di un corpo dipende dalla sua massa e dall’altezza del suo baricentro perciò essa si dispone lungo una linea curva che minimizza la distanza dal suolo del suo baricentro. Come è noto la corda, in condizioni di equilibrio, si dispone lungo una linea curva chiamata, proprio per questo, catenaria (vedi figura). 


La catenaria, in coordinate cartesiane, è rappresentata dalla seguente equazione iperbolica:
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dove a è una costante che rappresenta la distanza del vertice della catenaria dall’asse delle x.

Consideriamo un generico punto D (xD ; yD) appartenente alla catenaria. L’area della superficie generata dalla rotazione di 180° dell’arco VD, i cui estremi hanno ascisse 0 e xD, intorno all’asse delle x è:
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La derivata prima della catenaria è:
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Sfruttando la relazione cosh2 x – senh2 x = 1 ed inserendo le equazioni (1) e (3) nella (2) si trova:
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Integrando si ottiene:
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cioè:
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Per esprimere l’area in funzione dell’ordinata del punto D dalla (1) ricaviamo l’ascissa del punto D. Si trova:
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Inserendo questo risultato nell’equazione (6) l’area della superficie di rotazione diventa:
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Consideriamo ora i due punti C e D con yC = 35 e yD = 45. Imponendo il passaggio dai punti C e B, dalla equazione (7), si ottiene la seguente condizione:
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Risolta numericamente con l’aiuto del programma Derive si trovano i seguenti valori della costante a:
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Inserendo questi valori nell’equazione (8) e sommando le due aree così ottenute si trovano le seguenti aree: 
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Questi valori corrispondono ad un massimo ed a un minimo relativi per la catenaria sospesa.

Consideriamo ora la condizione di vincolo posta dal problema (larghezza minima dell’auditorium = 20 m).

Rifacendosi sempre alla situazione fisica della corda si avrà la seguente situazione: ad una determinata lunghezza della corda la catenaria, nel suo vertice, sarà tangente alla retta y = 10. Aumentando la lunghezza della corda essa si appoggerà sulla retta nella parte centrale e, per una determinata lunghezza, le due estremità saranno rami di catenaria con il vertice posto sulla retta (vedi figura).


L’area della superficie di rotazione generata dalla catenaria appoggiata è data dalla somma delle aree dei due rami laterali di catenaria e dalla superficie laterale del cilindro centrale.

Sfruttiamo ora l’equazione (8) per trovare l’area della superficie di rotazione generata dal ramo sinistro della catenaria. Inserendo i valori numerici (a = 10 e yD = 35), si ottiene:
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Ripetendo il procedimento per il ramo destro della catenaria (a = 10 e yD = 45) si ha:
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La parte centrale dell’auditorium diventa un cilindro di raggio 10 m la cui altezza è:
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L’area della parte centrale dell’auditorium diventa pertanto:
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L’area totale della superficie generata dalla catenaria appoggiata è quindi:
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Questo valore è minore di quello trovato per la catenaria sospesa e quindi esso rappresenta l’area minima del tetto dell’auditorium. Il numero minimo di barattoli da utilizzare per pitturare il tetto è perciò:
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