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PRESENTAZIONE

Nel corso della lettura dei volumi troverai diverse cose, che di seguito ti spiego brevemente.

All’inizio di alcune unita trovi un breve ripasso di argomenti svolti negli anni precedenti che ti risultano utili
per affrontare serenamente la stessa unita. Vanno sotto il nome di Richiamiamo le Conoscenze. In alcune
unita vi sono anche argomenti di approfondimento, denominati con il titolo Quelli che vogliono sapere di
piu ...

Le definizioni, i teoremi, i corollari e simili enti matematici, sono contenuti all’interno di appositi box di un
uguale colore (verde per le definizioni, celeste per i teoremi e cosi via)

Ogni tanto troverai anche un box che ti spiega il significato di alcuni vocaboli, si intitola Che cosa signifi-
ca?

Poi ci sono dei box con delle informazioni storiche che si chiamano I Protagonisti, che contengono infor-
mazioni relativamente a famosi matematici citati nelle stesse pagine; e L’angolo storico, in cui invece ci
sono informazioni di varia natura, su quando per la prima volta si sono incontrate le nozioni di cui si sta par-
lando e simili informazioni. Trovi anche, ogni tanto un box denominato L’antologia, in cui sono riportati
passi di famose opere matematiche, commentate. Vi sono anche dei box chiamati Enigmi matematici o In-
tervallo matematico, che si riferiscono in genere ad applicazioni giocose della matematica.

Alla fine di ogni argomento vi sono le relative verifiche. In esse sono presenti esercizi di tre livelli di diffi-
colta, opportunamente indicati. Il Livello 1 € relativo a esercizi che sono spesso semplice applicazione di
quanto detto nella teoria; quelli di Livello 2 o contengono calcoli pit complicati, o hanno bisogno di un im-
pegno maggiore; infine quelli di Livello 3 riguardano quesiti che devono essere impostati usando la fantasia
e non in modo ripetitivo. Questi ultimi sono riferiti ai pit volenterosi. Per quelli a cui piace veramente ra-
gionare e impegnarsi, alla fine di ogni unita sono presenti alcuni esercizi molto complessi, che vanno sotto il
nome di La sfida

Invece per aiutarti all’inizio di ogni gruppo di esercizi di livello 1 o 2 vi sono alcuni esercizi simili svolti.
Sono talvolta presenti box legati a importanti software matematici: Derive, Geogebra, Excel, Microsoft Ma-
thematica. In essi ti vengono spiegate brevemente alcune funzionalita dei software, ti si spiega velocemente
cosa puoi fare con essi relativamente all’argomento affrontato e poi ti vengono proposti esercizi da risolvere
con i detti software. Ricorda che Geogebra e Microsoft Mathematica sono liberamente scaricabili da Inter-
net, mentre Derive pu0 essere scaricato liberamente solo in una versione di prova che, dopo 30 giorni, non ti
permette piu di salvare. Excel, o simile, ¢ di solito installato in tutti i PC.

Alla fine dell’unita sono presentati, quando possibile, esercizi tratti dagli esami di stato, soprattutto del Liceo
Scientifico, riferiti ad anni passati. Sono anche presenti dei quesiti tratti da gare matematiche italiane ed in-
ternazionali, alcuni quesiti sono anche enunciati in lingua inglese. Cosi come quesiti tratti dai Test di am-
missione alle Universita o alle Accademie militari.

In alcune unita poi sono presentate anche delle proposte di attivita interdisciplinari.

Infine sono proposti dei test, almeno 10 di numero, relativi ai pili importanti argomenti dell’unita didattica.
Questi li trovi anche in formato multimediale scaricabili sempre dal sito http://mathinterattiva.altervista.org.
Un altro sito da cui puoi scaricare molto materiale didattico gratuito ¢ http://matdidattica.altervista.org.

Buon lavoro
Carmelo Di Stefano

i



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 2 — Capitolo 5 — Unita 1

Indice

9. Funzioni reali di una variabile reale

9.1 Caratteristiche delle funzioni

Richiamiamo le conoscenze

Verifiche

Intervalli di numeri reali

Verifiche

Definizione di funzione secondo Dirichlet

Verifiche

Dominio e codominio delle funzioni

Verifiche

Iniettivita e suriettivita di una funzione. Funzioni invertibili
Verifiche

Particolari simmetrie delle funzioni

Verifiche

Composizione di due o piu funzioni

Verifiche

La sfida

Temi assegnati agli esami di stato

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali
Questions in english

Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari
Risposte Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari

9.2 Continuita delle funzioni

Richiamiamo le conoscenze

Topologia della retta

Verifiche

I limiti delle funzioni reali di una variabile reale
Verifiche

Continuita di una funzione

Verifiche

L’angolo di Geogebra

Giochiamo alla matematica

Operazioni aritmetiche con i limiti e forme indeterminate
Verifiche

Teoremi sulle funzioni continue

Verifiche

I limiti notevoli

Verifiche

La sfida

Temi assegnati agli esami di stato

Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali
Questions in english

Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari
Risposte Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari

Pag. 6

Pag.

10
11
14
18
20
27
30
34
38
41
42
44
45
46
47
48
50

52
52
55
57
63
66
69
72
72
72
79
84
86
88
94
101
102
103
105
105
105



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 2 — Capitolo 5 — Unita 1
10. 11 calcolo differenziale

10.1 Le derivate

Concetto di derivata di una funzione Pag. 107
Verifiche 116
Derivate delle funzioni elementari 119
Verifiche 123
L’angolo di Derive 124
L’angolo di Geogebra 125
L’angolo di Microsoft Mathematics 125
Operazioni aritmetiche elementari con le derivate 125
Verifiche 129
L’angolo di Derive 133
L’angolo di Microsoft Mathematics 133
Derivate delle funzioni composte e delle funzioni inverse 134
Verifiche 137
Teoremi del calcolo differenziale 143
Verifiche 154
La sfida 161
Temi assegnati agli esami di stato 162
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali 165
Questions in english 166
Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari 168
Risposte Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari 168

10.2 Rappresentazione grafica delle funzioni

Estremi relativi di una funzione Pag. 170
Verifiche 176
Temi assegnati agli esami di stato 187
Rappresentazione grafica di una funzione 196
Verifiche 202
L’angolo di Derive 209
L’angolo di Geogebra 209
L’angolo di Microsoft Mathematics 209
La sfida 210
Temi assegnati agli esami di stato 211
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali 229
Questions in english 230

11. 1l calcolo integrale

11.1 Integrazione indefinita

Richiamiamo le conoscenze Pag. 233
L’integrale come area di un trapezoide 233
Verifiche 237
L’operatore inverso della derivata 238
Verifiche 241
L’angolo di Derive 247
L’angolo di Geogebra 247
L’angolo di Microsoft Mathematics 247



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 2 — Capitolo 5 — Unita 1

Integrazione per parti Pag. 248
Verifiche 250
Integrazione di funzioni razionali fratte 251
Verifiche 255
Integrazione per sostituzione 257
Verifiche 259
La sfida 260
Temi assegnati agli esami di stato 261
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali 262
Questions in english 262

11.2 Integrazione definita

Calcolo di integrali definiti e applicazione al calcolo di aree Pag. 265
Verifiche 268
L’angolo di Derive 274
L’angolo di Geogebra 275
L’angolo di Microsoft Mathematics 275
Volume di alcuni solidi di rotazione e lunghezza di alcune curve piane 276
Verifiche 278
Integrali impropri e generalizzati 281
Verifiche 283
L’angolo di Derive 284
L’angolo di Microsoft Mathematics 284
La sfida 285
Temi assegnati agli esami di stato 285
Quelli che ... vogliono sapere di piu - Equazioni differenziali 303
Verifiche 308
L’angolo di Derive 312
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali 313
Questions in english 314

12. Statistica

12.1 Statistica descrittiva

Prime nozioni Pag. 318
Verifiche 321
Rappresentazioni grafiche 323
Verifiche 326
L’angolo di Excel 332
L’angolo di Geogebra 333
Indici centrali 335
Verifiche 341
Enigmi matematici 349
Variabilita 349
Verifiche 352
L’angolo di Excel 353
L’angolo di Derive 354
L’angolo di Geogebra 354
La sfida 354
Temi assegnati agli esami di stato 355
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali 356
Questions in english 358
Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari 360
Risposte Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari 364

3



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 2 — Capitolo 5 — Unita 1

12.2 Statistica inferenziale

Variabili casuali Pag. 366
Verifiche 368
Principali variabili casuali 371
Verifiche 377
L’angolo di Excel 382
Stime e decisioni statistiche 382
Verifiche 385
Correlazione e regressione lineare 387
Verifiche 391
L’angolo di Geogebra 394
L’angolo di Excel 395
Temi assegnati agli esami di stato 395
Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali 396
Questions in english 397



9. Funzioni reali di una variabile reale

9.1 Caratteristiche delle funzioni

Prerequisiti

Sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Rappresentazione grafica ed equazioni delle rette
Concetto di dominio e codominio di una funzione
Funzioni polinomiali

Funzioni logaritmiche ed esponenziali

Funzioni goniometriche

Obiettivi

Comprendere il concetto di funzione

Comprendere il concetto di rappresentazione grafica di una funzione

Sapere determinare dominio e codominio di una generica funzione

Sapere determinare se una funzione ¢ invertibile e in caso affermativo sapere calcolare 1I’'inversa
Sapere determinare la composizione di due o piu funzioni

Contenuti

Intervalli di numeri reali

Definizione di funzione secondo Dirichlet

Classificazione delle funzioni

Dominio e codominio delle funzioni

Iniettivita e suriettivita di una funzione. Funzioni invertibili
Monotonia di una funzione

Particolari simmetrie delle funzioni

Invertibilita di una funzione

Composizione di due o piu funzioni

Parole chiave
Biiettivita — Codominio — Dominio — Iniettivita — Insieme di esistenza — Intervallo — Invertibilita
Monotonia — Suriettivita — Trascendente



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 3 — Capitolo 9 - Unita 1

Richiamiamo le conoscenze...

Insiemi di numeri reali

Risolvendo equazioni o disequazioni le soluzioni possono scriversi in diversi modi.

Per esempio le soluzioni della disequazione x — 2 > 0, possono scriversi: x > 2 0 (2; +oo).

Le soluzioni della disequazione x—2 =0 possono scriversi: x =2 0 [2; +oo).

Le soluzioni della disequazione x—2 <0 possono scriversi: x <2 0 (—oo; 2).

Le soluzioni della disequazione x—2 <0 possono scriversi: x <2 o (—oo; 2].

Le soluzioni della disequazione ¥ -4>0 possono scriversi: x 22 v x <2 0 (—oo; 2)] U [2; 400).
Le soluzioni della disequazione (x — 2)2 > () possono scriversi: x # 2 o(—o0; 2) U (2; +o0).

La funzione valore assoluto

A volte ¢ utile considerare solo valori positivi, per esempio nel caso di misure fisiche di lunghezza, massa e
simili. Non ha certo senso parlare di una stanza di —5 metri quadrati o di un masso di massa —3 Kg. Per ov-
viare a tali inconvenienti si usa percio una funzione che del numero considera solo la sua parte priva del se-
gno, quella che in genere si chiama valore assoluto, ma che ¢ chiamato, in diversi contesti, anche modulo,
ampiezza o simili terminologie.

Definizione A

. i x sex=20
Dato un numero reale x, diciamo suo valore assoluto I’espressione: |x| = {

—x  sex<0
Esempio A
Avremo [2|=2,|0/=0,|-4|=4.
Si ha:
Teorema A
Si ha |x+y| S|x|+|y ,Vx,ye R.

Rappresentazione grafica di semplici funzioni razionali

Sappiamo gia rappresentare semplici funzioni, quelle rettilinee, paraboliche, logaritmiche, goniometriche,
esponenziali. Sappiamo percio rappresentare alcune funzioni che si ottengono sommando o sottraendo alcu-
ne di queste.

Esempio B
x+4 x<-—1
Vogliamo rappresentare la funzione f(x) ={/9—(x—1)> +2 —1<x<3. Osserviamo che y = x + 4 & una
—x* +5x-1 x>3

retta, quindi disegnarla solo per x < — 1, equivale a tracciare una semiretta. y=+/9—(x—1)* +2, la possia-
mo pensare ottenuta da (y—2)° =9—(x—1)> = (x—1)" +(y—2)’ =3, cio dalla circonferenza di centro (1;
2) e raggio 3. Pertanto dovremmo tracciare solo il suo arco i cui punti hanno ascissa che vanno da —1 a 3. In-

fine y =—x"+5x—1 & una parabola con asse di simmetria parallelo all’asse delle ordinate. Pertanto dobbia-

mo tracciare il suo arco che si ottiene per x > 3. Infine la funzione ¢ quella che vediamo di seguito, in cui la
funzione ¢ quella in rosso, mentre i tratteggi mostrano le funzioni da cui abbiamo “prelevato” alcuni pezzi.
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Risoluzione di disequazioni irrazionali

Valgono le seguenti regole.

Teorema B
0 g(x)=0
e Ladisequazione ./ f(x) 2 g(x) equivale ai due sistemi {g(x) =y () s
f(x)20 | F(x)2[g(x)]
f(x)ZO
e Ladisequazione ,/f (x) < g(x) equivale al sistema g(x)=0
2
f(x)<[g(x)]
Verifiche
Livello 1
Calcolare
I. B+K4-51-21 [2] N-R2-13-41-51[5] WM-=21-13-41-51 [5] N-2-13-14-5Il [1]
1-2]-3 1-2-[3-4] 13-4 13-4
— D] ———=—1 0] ———— [0] [-2]
1-[2-3 1-|2-3]-4 1-2-3-4| 1-2-[3-4
Livello 2
H—2x—1 x<—1} o Ho x<—1}
3. Ik+U-(@x+1) X7l —x [0] b+ 1+x+1
0 x=-1 2x+2 x=2-1
=2 x<-—1
|x=2|—|x+2] —2/x  x<-2vx22
4. xl=11=Ix =1l —2x -1<x<0 —
|x—2|+|x+2| —x/2 —2<x<2
0 x>0
4 a,b,ce R"\{0}
- a b ¢ abc _
5. Semplificare —+—+—+——,a, b, c € R\{0} -4 a,b,ce R"\{0}
laf [B] " [el - |abe
0 abc=0
6.  Dimostrare che Ix — yl = max(x, y) — min(x, y).
7.  Determinare minimo e massimo dell'espressione lx — 2| + [x — 4| — [2x — 6], con 2 < x < 8.
[m=0; M =8§]
Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni:
8. Ix—Rx+1I1=3 [x=—4/3vx=2] k—11+ lx+11=2 [-1<x<1]
9. (d-Ikl)-1+x>0 [x<-1v-l<x<l1] k—1l+Ix+2I<5 [3<x<2]
X —|x
10. 1<kk-21<7 [(5<x<1v3<x<9] M>O (D]
X
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11. Trovare i valori del parametro reale m per i quali 1'equazione lllxI — 2| — ml = 5 ha esattamente 5 solu-
zioni. [m="7]

Disegnare il grafico delle seguenti funzioni:

1. f(x)z{x-l_l x>0 x):{x+1 x<0 f(x):{xz—x+1 x>1 f(x)z{ 4x—1 x>2
2x—-1 x<0 2x—1 x>0 —x*+x-1 x<I X =5x+6 x<2
3x o1 2—-3x x<l1
13. f(x):{ - FO)=14—(x=2) +1 1<x<4 f(x)z\/‘(l+x)-(1—|x|)‘
I=(x-1)" -1 *=0 2-12x+5  x>4
6x+1 x<-=2 4—-5x x<—4
14.  f(x)=4J16—(x-2)*+3 -2<x<4 F(x)=44J25-(x-3)*+2 —-4<x<0
x*—14x+3 x>4 x*—=2x+3 x>0
S5x+2 x<0 1+5x x<-2
15 f(x)=4/9-(x=3)*+1 0<x<5 f(x)=416—(x+1)*+3 —2<x<l1
—x*—18x-2 x>5 x*—4x-6 x>1

Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali

16. x+1>+x+1 [x>0] x+1<x—1 (D] x+1>Vx>+1  [x>0]
17. x—l<+x*+x [D] 2x=3>2x*—x—1 {x>M}

4

Intervalli di numeri reali

Abbiamo gia considerato, nel volume 2, I’'insieme dei numeri naturali. Vogliamo adesso conoscere meglio
I’insieme dei numeri reali.

Esempio 1

L’insieme dei numeri interi ha una proprieta che serve per ordinare e classificare gli insiemi numerici finiti.
Cioe il fatto che ogni numero intero ha un precedente e un successivo. Per esempio il precedente del numero
intero 3 ¢ 2, il successivo 4. Ecco perché possiamo parlare di primo, secondo, terzo elemento e cosi via. Lo
stesso non accade invece per i numeri razionali. Qual ¢ il successivo del numero razionale 1,27 1,3 no, per-
ché per esempio 1,21 ¢ piu grande di 1,2 e piu piccolo di 1,3. ma fra 1,2 e 1,21 ¢’¢ anche 1,203 oppure
1,20004 o ancora 1,20000007 e cosi via.

Quanto visto nell’esempio precedente merita una definizione.

Definizione 1

Un insieme numerico A si dice insieme discreto, se comunque si considerano due suoi elementi a e b con a
< blinsieme {x € A: a <x < b} ¢ finito.

Nella definizione precedente un numero finito significa anche zero.

Esempio 2
Nell’insieme dei numeri naturali, presi i numeri 4 e 21, I’insieme {x e N: 4 < x < 21} contiene 16 elementi:
{5,6,7,...,19,20}. Fra i numeri 45 e 46 esistono 0 numeri interi.

Ovviamente ogni insieme finito ¢ un insieme discreto. Vale il seguente banale risultato.

8
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Teorema 1
Se A ¢ un insieme discreto ogni suo sottoinsieme ¢ anch’esso discreto.

Esempio 3
L’insieme dei soli numeri pari ¢ discreto in quanto sottoinsieme dell’insieme discreto di tutti i numeri interi.

Per semplificare poniamo qualche definizione.

Definizione 2

Dati due numeri a € b con a < b, I’insieme dei numeri

e maggiori di a e minori di b si chiama intervallo aperto

® maggiori o uguali di a e minori di b si chiama intervallo semiaperto a destra
® maggiori di @ e minori o uguali di b si chiama intervallo semiaperto a sinistra
® maggiori o uguali di @ e minori o uguali di b si chiama intervallo chiuso

Dato un numero reale a I’insieme dei numeri

® maggiori di a si chiama intervallo infinito aperto a destra

® maggiori o uguali di a si chiama intervallo infinito semiaperto a destra.

¢ minori di a si chiama intervallo infinito aperto a sinistra

¢ minori o uguali di a si chiama intervallo infinito semiaperto a sinistra

Notazione 1

Dati i numeri a e b, con a < b, indichiamo I’intervallo aperto con (a; b); I’ intervallo semiaperto a destra con
[a; b); 'intervallo semiaperto a sinistra con (a; b]; I'intervallo chiuso con [a; b]; I'intervallo infinito aperto
con (a; +o); I’ intervallo infinito semiaperto a destra con [a; +o); I'intervallo infinito aperto a sinistra con
(—o0; a]; ’intervallo infinito semiaperto a sinistra con (—o; a.

L’angolo storico
Il simbolo oo ¢ usato per la prima volta da John Wallis in De sectionibus conicis del 1655, si pensa che egli
abbia usato il simbolo tardo romano per il numero mille.

Definizione 3

Un insieme numerico A, tale che esista un intervallo (a; b), con a,be A, che contiene infiniti elementi di A,
si dice insieme denso.

Esempio 4

L’insieme dei numeri razionali € un insieme denso, per quanto visto nell’esempio 1. Anche 1 numeri reali
sono un insieme denso. L’insieme X dei numeri reali minori o uguali di 3 o maggiori o uguali di 5 invece
non ¢ denso, poiché se consideriamo i numeri 3 e 5 dell’insieme, fra essi non ci sono elementi di X.

Vale ovviamente il seguente risultato.
Teorema 2
Se A ¢ un insieme denso ogni insieme che contiene A ¢ anch’esso denso.

I numeri reali verificano pero una proprieta che li rende piu densi dei razionali.

Esempio 5

Abbiamo gia osservato che, per esempio, fra i numeri razionali 1,2 e 1,3 esistono infiniti altri numeri razio-

nali. Ma esistono anche infiniti numeri che non sono razionali. Dato che 1,22 =1,44¢e 1,32 = 1,69 fra i nume-
9
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ri del tipo \/;;1,21 <x<1,69;x ¢ Q, ve ne sono infiniti che sono compresi tra 1,2 e 1,3 e non sono numeri
razionali.

Quindi, a differenza dei numeri razionali che al loro interno hanno dei “buchi”, i numeri reali invece non ne
hanno, fra due numeri reali non solo ci sono infiniti numeri reali, ma solo numeri reali.

Definizione 4

Un insieme numerico A, tale che, ogni intervallo (a; b) contiene solo elementi di A, si dice insieme conti-
nuo.

Esempio 6

Un sottoinsieme di un insieme continuo non ¢ detto che sia continuo, per esempio I’insieme A dei numeri
minori o uguali di 2 o maggiori o uguali di 5 non ¢ continuo, dato che, per esempio I'intervallo (2, 5) non
contiene elementi di A. Quindi in questo caso non ¢ neanche denso.

Approfondiremo questi concetti nella successiva unita.

Verifiche

Lavoriamo insieme
n+2

L’insieme X = {
n—2

:neN,n2> 3} ¢ discreto o denso? Cominciamo a scrivere qualcuno dei suoi elementi:

35372

piccoli, e questo fatto vale sempre, cio¢ ogni numero che otteniamo ¢ piu piccolo del precedente. Quindi
I’insieme € discreto, dato che fra due elementi consecutivi non ci sono elementi dell’insieme.

X = {5, 3,1,2,2,2,2,2,..}. Non ¢ difficile osservare che abbiamo ottenuto numeri man mano sempre pitl

Stabilire quali dei seguenti insiemi sono discreti, quali densi, quali continui e quali con nessuna delle
precedenti proprieta (NP)

Livello 1
1. Insieme dei numeri pari [Discreto] Insieme dei numeri razionali minori di4  [Denso]
2. Insieme dei multipli di 4 [Discreto] Insieme dei numeri interi minori di 32  [Discreto]
3. Insieme dei numeri il cui quadrato ¢ minore di 2 [Continuo] {1/n: n e N} [Discreto]
4.  Insieme dei numeri razionali minori di 1 e maggiori di 0 [Denso] {1/z: ze Z\{0}} [Discreto]
5.  Insieme dei numeri razionali minori di 1 o maggiori di 2 [Denso] {1/q: g€ Q\{0}} [Denso]
6.  Insieme dei razionali minori o uguali di 1 o maggiori o uguali di 2 [NP]
7.  Insieme dei numeri reali minori di 1 [Continuo] {1/r-re R\{0}} [Continuo]
8. Insieme dei reali il cui quadrato € un numero intero [Discreto]
Livello 2
z+2 . z+2 r+2 .
9. X=x——:z€eZ [Discreto] X ={——:z€ Q; [Denso] X = :re R}: [Continuo]
z+3 z+3 r+3
+2 . . C : . .
10. X = {q_3 g=21vg< —1} [NP] L’unione di due insiemi discreti ¢ un insieme discreto? [Si]
q+
11. L’unione di due insiemi densi € un insieme denso? [No]
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12.  L’unione di due insiemi continui € un insieme continuo? [No]
13. L’intersezione di due insiemi discreti € un insieme discreto? [Si]
14. L’intersezione di due insiemi densi ¢ un insieme denso? [Si]
15. L’intersezione di due insiemi continui € un insieme continuo? [Si]
Livello 3

16. L’unione di un insieme discreto con un insieme denso, che tipo di insieme ¢? [NP]
17. L’unione di un insieme discreto con un insieme continuo, che tipo di insieme ¢? [NP]

18. L’unione di un insieme denso con un insieme continuo, che tipo di insieme &? [NP]
19. L’intersezione di un insieme discreto con un insieme denso, che tipo di insieme ¢? [Discreto]
20. L’intersezione di un insieme discreto con uno continuo, che tipo di insieme &? [Discreto]
21. L’intersezione di un insieme denso con un insieme continuo, che tipo di insieme ¢? [Denso]

Definizione di funzione secondo Dirichlet

Il problema

Soprattutto nelle scienze fisiche si va alla ricerca di una relazione che leghi una certa grandezza a una o piu
altre grandezze. Per esempio, per descrivere il movimento di una particella si cerca una relazione che leghi
lo spazio percorso al trascorrere del tempo. Si ottengono diverse relazioni a seconda delle ipotesi sul movi-
mento (uniforme, con velocita costante, con accelerazione costante,...). Dal punto di vista matematico cio
cosa significa?

La ricerca della relazione fra una grandezza e una o piu altre ¢ una delle caratteristiche delle scienze mate-
matiche. Abbiamo gia visto diverse di queste relazioni, per esempio in quelle che legano fra di loro i punti di
una retta o di una conica. La differenza fondamentale ¢ che, nel caso della retta siamo sempre in grado di e-
sprimere una delle due incognite mediante 1’altra in un solo modo, ovviamente se sono presenti entrambe le
incognite.

Esempio 7
L’equazione della retta 3x — 2y + 1 = 0, puo scriversi nella cosiddetta forma esplicita: y = 3/2x + %2, ma an-
che esprimendo x mediante y: x = 2/3y — 1/3. In genere si preferisce la prima forma.

Quanto visto in precedenza non ¢ invece sempre possibile per I’equazione di una generica conica.

Esempio 8
e [’equazione di una parabola con asse di simmetria parallelo all’asse delle ordinate esprime la relazione
fra le ordinate e le ascisse dei punti della parabola: y = ax” + bx + ¢. Se volessimo esprimere 1’equazione
precedente mediante la variabile x, non otterremmo una sola relazione, bensi due:
—bi\/b2 —4a-(c—y)

X .
2a

® Nell’equazione dell’iperbole equilatera xy = 1, possiamo esprimere ciascuna delle due incognite mediante
Paltra: y=1/x v x = 1/y.

¢ Non vi ¢ una relazione univoca che mette in relazione una delle due incognite mediante 1’altra nel caso
dell’equazione di una generica circonferenza, ellisse o iperbole, anche se in forma canonica.

Alla luce di quanto visto, poniamo la seguente definizione.

Definizione 5

Una legge di natura qualsiasi che a ogni elemento di un insieme A, associa al piu un elemento di un insieme
B si chiama funzione definita in A e a valori in B. Il generico elemento si chiama variabile indipendente,
il suo corrispondente si chiama variabile dipendente.
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Notazione 1
Per indicare che vi ¢ una funzione f, definita in A ed a valori in B, si scrive: f: A — B.

Notazione 2
Il corrispondente di un elemento a in una funzione f, se esiste, si indica con il simbolo f(a) che si legge effe
di a.

La precedente definizione ¢ detta anche di Dirichlet, in essa al pili un corrispondente significa zero od un
corrispondente.

I protagonisti

Lejeune Dirichlet nacque il 13 Febbraio 1805 a Diiren, che allora faceva parte dell’impero fran-
cese. Ad appena 20 anni dimostro un caso particolare del famoso ultimo teorema di Fermat, che ¢
stato dimostrato nella sua completezza solo alla fine degli anni *90 del secolo scorso. Verso la fi-
ne della sua vita accetto di insegnare presso la allora prestigiosissima universita Goéttingen, in ‘
questa citta mori il 5 Maggio 1859. Dirichlet, ha avuto il merito di trovare una “buona” definizione, soprat-
tutto con la dicitura “legge di natura qualsiasi”, che fa si che si possano considerare anche leggi non numeri-
che.

L’angolo storico

Il termine funzione ¢ dovuto al grande filosofo e matematico tedesco del ‘600 Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716), che conid anche il termine funzione di. Invece il simbolo f{x) per indicare I’elemento corri-
spondente di x mediante la funzione f, ¢ stato introdotto nel 1734 da un altro grande matematico, lo svizzero
Leonhard Euler (1707-1783).

Esempio 9

e Lalegge che a ogni macchina associa una targa ¢ una funzione, dato che ogni macchina ha una sola targa.

¢ Non ¢ invece una funzione la legge che associa il numero civico di una strada a un’abitazione, poiché ¢
vero che ad ogni porta ¢ associato un solo numero civico, ma un appartamento puo avere pill numeri civi-
ci ad esso associati.

e Un altro esempio di funzione ¢ quella che a ogni spettatore di uno spettacolo associa il posto sul quale se-
dersi.

e Non ¢ una funzione che associa il numero 1 con il punteggio ottenuto lanciando un dado, perché il risulta-
to non ¢ sempre lo stesso, quindi non possiamo avere una funzione il cui valore dipenda da situazioni e-
sterne.

Se gli insiemi su cui opera la funzione sono numerici, anche la funzione si dice numerica, in particolare se
essi sono sottoinsiemi di numeri reali, la funzione si chiama reale di variabile reale.

Abbiamo gia dato esempi di funzioni a cui sono associate delle rappresentazioni grafiche nel piano cartesia-
no, per esempio le funzioni lineari (cio¢ polinomi di primo grado in due variabili) rappresentano rette, quelle
quadratiche ((cioe¢ polinomi di secondo grado in due variabili, con la y presente solo al primo grado) sono
parabole e cosi via. Questo ci porta a pensare che qualsiasi funzione numerica y = f(x), possa rappresentarsi.
Ci0 non ¢ vero come dimostrod per primo il citato Dirichlet.

Cominciamo a considerare prima una funzione che, seppure con una ‘“strana” definizione, si puo rappresen-
tare.

Esempio 10

0 xeZ
Vogliamo rappresentare la funzione cosi definita: f (x)= {1 R\Z’ Cioe se I’ascissa € un numero inte-
X€e

ro allora I’ordinata vale 0, se invece 1’ascissa non ¢ intera 1’ordinata ¢ 1.
Quindi la rappresentazione grafica ¢ la retta y = 1, che ha infiniti “buchi” in corrispondenza delle ascisse in-
tere. In corrispondenza di questi valori abbiamo dei punti sull’asse delle ascisse. In figura abbiamo una rap-
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presentazione della funzione CERCERCEE (R (RO CRT

Adesso vogliamo rappresentare una funzione apparentemente simile alla precedente.

Esempio 11

0 xe
Consideriamo la cosiddetta funzione di Dirichlet cosi definita: f (x)= | g\ o Stavolta se 1’ascissa ¢
X€

un numero razionale allora 1’ordinata vale 0, se invece 1’ascissa ¢ irrazionale I’ordinata & 1. La definizione &
coerente e riusciamo sempre a conoscere il corrispondente di un dato numero, per esempio

f(1,23)=0, f (JE ) =1. Perd stavolta non riusciamo a rappresentare la funzione, perché I'insieme dei nu-

meri reali ¢ denso, ciog, a differenza dei numeri naturali per i quali fra due numeri ci sono solo un numero
finito di numeri naturali, fra due numeri razionali esistono infiniti numeri razionali. Ma anche 1’insieme dei
numeri irrazionali ¢ denso, pertanto mentre fra il numero naturale 1 e il numero naturale 2 non ci sono nu-
meri naturali, fra il numero razionale 1 e il numero razionale 2 ci sono infiniti numeri razionali e infiniti ir-
razionali. Quindi la funzione dovrebbe essere la retta y = 1 con infiniti buchi in corrispondenza di ogni ascis-
sa razionale e la retta y = 0 con infiniti buchi in corrispondenza di ogni ascissa irrazionale, che ovviamente ¢
impossibile da realizzare.

Considereremo soprattutto funzioni numeriche, quindi vediamo come possiamo classificarle.

Definizione 6

Una funzione reale di una variabile reale si dice algebrica se le operazioni che coinvolgono la variabile in-
dipendente sono solo le 4 operazioni aritmetiche elementari e I’elevamento a potenza di esponente reale.

Esempio 12
e La funzione f{x) = (1 + x)* & una funzione algebrica.

e La funzione f(x)=+x*+x—1+In(2) & una funzione algebrica, poiché il logaritmo ha per argomento

un numero e non un’espressione dipendente da x.
¢ Invece la funzione f(x) = In(x) non lo ¢, poiché la x ¢ argomento del logaritmo naturale.

Definizione 7

Una funzione reale di una variabile reale si dice razionale se le operazioni che coinvolgono la variabile in-
dipendente sono solo le 4 operazioni aritmetiche elementari.

Esempio 13
x+In(3)
2x* —sin(1)
turale e seno, non sono applicate alla variabile x, ma a dei numeri, pertanto non sono valori generici, ben-
si valori numerici determinati.
e Invece la funzione f(x) = (1 + x)", non & una funzione razionale, poiché la x & presente come esponente.

¢ La funzione f (x) = ¢ una funzione razionale, poiché le funzioni non razionali logaritmo na-

Definizione 8

Una funzione reale di una variabile reale non algebrica si dice trascendente.

Esempio 14
e La funzione f(x) = (1 + x)* & una funzione trascendente.

13
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In(™3) & una funzione algebrica, addirittura razionale.

Verifiche
Lavoriamo insieme
-1 x>1 . : : L
La legge f(x)= 2 1 5 non definisce una funzione, perché ogni x: 1 < x < 2, ha due diversi corri-
x+1 x<

spondenti, dato che per esempio per x = 1,5 possiamo applicare entrambe le leggi.

Stabilire quale delle seguenti leggi definiscono funzioni

Livello 1
1.  Associamo i libri di una biblioteca allo scaffale nel quale sono riposti. [Si]
2. Associamo le automobili al proprio proprietario. [No]
3. Associamo i figli ai loro padri. [Si]
4. Associamo i padri ai loro figli. [No]
5. Associamo a ogni cittadino italiano il proprio codice fiscale. [Si]
6.  Associamo a un gruppo di degenti di un ospedale la loro temperatura corporea rilevata a un dato orario
di un certo giorno. [Si]
7.  Associamo a ogni numero naturale il proprio doppio. [Si]
8. Associamo a ogni materia il professore che la insegna. [No]
9.  Associamo a ogni numero intero il proprio successivo. [Si]
10. Associamo a ogni numero intero la somma delle proprie cifre. [Si]
11. All’insieme {1, 2, 3, 4, 5} I’estratto numero k (1 < k <5) della prima estrazione del 2014 sulla ruota di
Napoli. [Si]
12.  All’insieme {1, 2, ..., 10} il primo estratto della ruota numero k (1 < k < 10) della prima estrazione del
2014. [No]
Livello 2
24 o1 24 o1 I x<0
x-1 x x-1 x
13. x)= Si x)= No x)=42 x=0 Si
/() {x2+1 x<0 S () {x2+1 x>0 Nol -/ (x) 51l
3 x>0
I x<-2 1 <2 I I<x<2
4. f(x)=42 x=0 [Si]  f(x)=492 x=2 [No] f(x)=42 2<x<5 [No]
3 x>1 3 > 3 x4
Lavoriamo insieme
11 seguente grafico non si puo riferire a una funzione : , poiché ci sono ascisse comprese tra 0

e 1, che hanno piu di un’ordinata.

Stabilire quali dei seguenti grafici si riferiscono a funzioni, giustificando le risposte
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Livello 1

2] ® ) t \\
2 /
/ x \
1 1 / \
‘ | / : \
/ |
/ ! J

4

-2 -1 0 1 2 3 i
T T N2 o 3 [ /

5| ° o
-1 3| 2 1 o 1 2
1

0 1 2 |
15. : [Si] ' \ [No] : \ [Si] Al o [No]
\; 2 ﬁ W’ /
16. ’ [No] ; [Si] ) [Si]
17. \ [Si] ' st 4 No)

Lavoriamo insieme

2 +1

— , determinare f(3).
x -1

Data la funzione f(x)=

3P+1_9+41 10 4

Basta sostituire 3 a ogni x che compare nella definizione: f (3)

3] 9-1 8 5

Livello 1

Per ciascuna delle date funzioni determinare quanto richiesto

18. fix)=x-2,/(2)=" [0] f)=3x+ 1A= [572] fo)=Y%’-1f-1)=7 [- %]

19.  flx) =—x* + x, (=2/3) = 7 [-10/9] f(x)= x_—é ,f2)=? [0] f(x)= x +l —1,f(=%)=7[-7/2]
X X

20.  f(x)=~x+1,£3)=7 [2] f(x)=Nx"+2x+1,£-3/2)=7 [¥] f(x)= 2)_:_1 ,Jf1/3) =7 {g}

X

21, f(x)=R4x+1-x f(—3)=?[3/2—0] f(x)=x=~x+1,£3) =2 [1] fix) = In[In(x) + 1], fle) = ? [In(2)]

22, flx) =0 —x+ Ux, (3/4) = ? [193/192] fa) = n(@+ 1), f(N2) =2 [ln(1+\/§)}

23.  flx) = sin(2x)— cos(x), f(n/3) = ? {%} f(x) = x + tan(3x), f(n/4) = ? [mt/4 — 1]

24 f(x)=Vari-lx+2 fion=2  |(J3-4)3] Ao =le— e+ 20+ 11, (-2/3) = ? [1]

In(x* -1
25. f(x)= ri/(%) ,f2)="? {lrj/(;)} f(x):sin(x;_lj,f(n/Z) =7 {sin(z—;ﬂﬂ
Livello 2
x—1  x>1 -1 x20 .
26. f(x)={2x+1 Loy D=2 [3] f(x)—{xzﬂ NS ORE: [5/4]
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7. () 2x—1 x>0 f2)=2 3] £ () sin(x) x>0 )= )
. xX)= , =1 XxX)= , =1
3x+1  x<0 cos(x) x<0
x -1
-1 >2 3 i >0
28 f(x)=1 P R +fs) =2 AP FE)={eq1 ) - AR)=213/8]
Iy—1 x=<2 2 x<0
X
L
x—1 x<0
29.  f(x)={ln(x) 0<x<2 ,f-1)+A0)-f(1)=? [-3/2]
Jx x>2
x”+1 x<1 |
30.  f(x)=<In(x-1) 1<x<3,f-)+f2)-fid)="? {\/_—E}
1 x>3
x* =1
Lavoriamo insieme
Data la funzione f (x) = x_—i—i , determinare f(—x) ed esprimerla mediante f(x).
—
. -x+1 x-1 . . 1
Basta sostituire (—x) a x: f(—x)= =—— Adesso osserviamo che si ha: f(—x)=
—-x—1 x+1 f(x)
Date le funzioni seguenti, calcolare quanto richiesto
Livello 1
3. f)=x"+x+1,f2x) =2 [4x% + 2x + 1] ) =x—x+1,fix+1)=2 [X+3x°+2x+1]
x* -1 ) xt =1 ) [ ) xz}
32. = L fx) =7 =(x-D"fx)="? -1
f ()= 5 ) L“H f) = (x = D, fix) (x*-1)
33, f)=xt+570+3, f(x* - 1) =2 [® — 4x® + 11x* = 1447 4+ 9]
34, fix)=Ilx+sinx)l, f (\/;) =? U\/;+ szn(\/;)H flx) = ¥+ 1, flsin(x)] =? [sin()c2 +1)]
Livello 2
er—l+1 e4x+l+1 X+ ( lj X4+3X2+1
35. = f(2x+1)=2? —_— x)=—2X, fl x+—|=? _
F0= L (e i B Rt G Rl e
X
36. f)=x"—x, i =) [ 2 (= 1)+ (1-e))]
Livello 3
37. fix)=x+ 1/x,f(1/x) =? In che relazione sono le due funzioni? [f(x) = f(1/x)]
(x=1 +1)-(x+2
38.  f(x)= % , f(x+2) = ? In che relazione sono le due funzioni? {f()ﬁ 2) =%- f(x)}
X\ X—
39. f(x) =x"+x+ 1, fix + h) = ? Determinare per quale valore di / tale espressione & priva del termine di
primo grado e per quale valore ¢ priva del termine noto. W+ Qh+ Dx+h +h+ 1 h=—Vs D]

Lavoriamo insieme

Consideriamo le funzioni che indichiamo con [.x] e con [ x| e che chiamiamo rispettivamente massimo inte-
ro contenuto in x o anche floor o pavimento, e minimo intero che contiene x, o anche ceiling o soffitto. Vo-
gliamo rappresentare queste funzioni.
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Prima cerchiamo di capire le definizioni delle due funzioni. Vediamo qualche esempio:
LoJ=0,L0,35]=0,10,9999]=0,L1]=1,[-1,25]=-2
[01=0,10351=1,[0,99991=1,[11=1,[-1,25]=-1

Quindi le rappresentazioni delle funzioni sono degli “scalini” larghi una unita, come mostrato di seguito,

dove in blu abbiamo la funzione pavimento e in rosso la funzione soffitto.

3

2..

1]

0

-1

-2]

-3

Dalla definizione e dal grafico si deduce che si ha: [x]= Lx]+ 1 e inoltre

xe (n;n+l),ne N:>rx—|:n+1,LxJ:n

Livello 3
Rappresentare le seguenti funzioni (round(x) ¢ la funzione che associa a ogni ascissa la sua approssi-
mazione per eccesso (se la prima cifra decimale ¢ maggiore o uguale a 5) o per difetto (se minore di 5))

-1 X€ Z A X pari
40 f(x):{l xe L f(x=1o0 xe R\Z ) = x + L)
-1 xeR\Z . .
1 xeZAxdispari
41. foo) =lxl-x fxo) =[x+ Lx) fixo) =[x P fx) = Lx P
42. fix)= [x]-Lxl. Esprimere in modo piu semplice questa funzione. [f(x)=-1]

43.  fix)=|x]-[x] Le ordinate delle ascisse intere hanno una particolarita, quale?
[Sono i quadrati delle ascisse]
44.  fix) = round(x) f(x) = lround(x)| f(x) = round(x) — [x] f(x) = round(x) — Lx]

Vogliamo risolvere 1’equazione 3 - lx]-1=2x+1]+2. Cominciamo a semplificare.
3. lx)-2-lx+1]=3
In che relazione sono x| e Lx + 1]? Per capirlo consideriamo qualche caso particolare:
L1,75]=1,11,75 + 1] = [2,75] =2; |-1,75]=-2,1-1,75 + 1] = [ -0,75] =-1
Ciot [x+ 1l=lx]+ 1. Quindi:  3-[xl-2-[x+1]=3=3 [x]-2 lx]-2=3= [x]=5
Ovviamente le soluzioni sono tutti i numeri il cui “pavimento” ¢ 5, cioe 5 < x < 6.

Risolvere le seguenti equazioni

Livello 3
45. Lxl+x=1 [@] [xl-x=2 [@] [xl+lxl=5 [2<x<3] lxl+1=2-lx+2][3<x<-2]
46. lx+1l=lx]+1  [vxeR] 2. lxl+3=3-lx-2]+5 [4<x<5] [xl-lxl=5 [@]

47. lxl-x=2 @] [xl+1=2-1x+2] [2<x<-1] J[x+1]-3=4-[x-2] [1<x<2]
48. [x|-Tx +1]=1 [xz_li;‘/ﬂ el lx—1l=0 [1<x<1] Lxl-[xl=0 [-1<x<1]

49. |xP=1 -1 <x<0v1<x<2] |2 l=1 [V2 <x<-1vi<x<2]
50. [xP=1 [-1<x<0vO0<x<I1] [¥]=1 [(2<x<-1v0<x<1]
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1 xeZ

51. Provare che LxJ + Ll — xJ =
0 xe¢Z

Lavoriamo insieme
xtan(zl7) x<7w
1+1In(3) x>

dipendente ¢ coinvolta solo nell’operazione di elevamento al cubo.

La funzione f (x) ={ ¢ algebrica e razionale, poiché nella sua definizione la variabile

Classificare le seguenti funzioni

Livello 1
52. flx)= X - tan(3) [razionale] flx) = 3?2 tan(x) [trascendente]
53. fix)=(2x- ln(4))5 [razionale] fx) =2x - ln(4))5x+ ! [algebrica non razionale]

o

. F() =45 *eostn)

\Jx+log,,,5

[algebrica non razionale] f (x) = [algebrica non razionale]

I+x
55 f( ) |x| x<l1 it dente] f( ) X x<l1 it dente]
. x)= rascendente x)= rascendente
|sinx| x>2 1—\/; x>2
log 3
3 X 3
X +x x>0 gr X>—
56.  f(x)= T [algebricanonraz.] f(x)= 4 [algebrica non raz.]
sin| —| x<0 x’ 1
9 x < —Z

Dominio e codominio delle funzioni

Nella definizione di funzione abbiamo sempre aggiunto la clausola “se esiste il corrispondente”, infatti non ¢
detto che la legge stabilita sia verificata da tutti gli elementi dell’insieme di partenza.

Esempio 15
Se consideriamo la funzione reale di variabile reale definita da f (x) = \/;, ovviamente questa funzione ¢

definita solo per valori non negativi di x.

Diamo allora una nuova definizione.

Definizione 9

Data una funzione reale di variabile reale f: R — R, diciamo suo dominio (brevemente dom(f)) o insieme

di esistenza (brevemente IdE(f)) il sottoinsieme dei numeri reali che hanno un corrispondente reale median-
te laf.

Che cosa significa

Dominio deriva dal latino dominium che a sua volta deriva da dominus, cio¢ signore. Quindi il dominio ¢ il
luogo in cui qualcuno o qualcosa domina, padroneggia. Come estensione percio il dominio di una funzione ¢
dove essa agisce.
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Esempio 16
1l dominio della funzione f(x)= Jx &, per quanto detto, dom(f) = {x € R: x > 0} = R*,.

Ovviamente possiamo considerare anche il sottoinsieme corrispondente al dominio.

Definizione 10

Data una funzione reale di variabile reale f: R — R, diciamo suo codominio (brevemente cod(f)) o imma-

gine (brevemente Im(f)) il sottoinsieme dei numeri reali che sono corrispondenti di almeno un numero reale
mediante la f.

Esempio 17

¢ ]I codominio della funzione f (x) = \/; ¢ ovviamente cod(f) = {x € R: x>0} = R",. Quindi in modo cor-

retto potremmo scrivere: f (x)=+/x : R*) — R%.

e Non dobbiamo pensare che il dominio coincida sempre con il codominio. La funzione f{x) = x” ha per

a..g g 2.8 S 5109 5 5 5 o C 2
dominio R, mentre il suo codominio & 1’insieme dei numeri reali non negativi. f(ix) = x: R — R*.

Con la rappresentazione grafica risulta particolarmente semplice determinare dominio e codominio di una
funzione.

Esempio 18

e [l grafico seguente si riferisce, almeno tenuto conto di cio che si vede, a una funzio-
ne il cui dominio e il cui codominio € I’insieme dei numeri reali.

3

1

0

e I grafico seguente 1 si riferisce, sempre tenuto conto di ci0 che si vede, a una funzio-
ne il cui dominio ¢ I’insieme dei numeri reali, ma il cui codominio sono tutti i numeri reali maggiori o
uguali a 1.

e [l grafico o si riferisce a una funzione di dominio
{xe R:x<2vx2>3} = (—o0; 2] U [3; +) e codominio {y € R: y >0} =R",.

A volte puo essere utile variare il dominio di una funzione.

19
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Definizione 11

Data una funzione reale di variabile reale f: A — B, diciamo sua restrizione la funzione che ha la stessa de-
finizione della f, ma il cui dominio ¢ un sottoinsieme di dom(f).

Ovviamente restringendo il dominio della funzione, in generale si restringe anche il suo codominio.

Esempio 19

Data la funzione f{x) = x* — 5x + 6, il cui grafico ¢ la parabola mostrata in figura o

che ha dominio R e codominio {y € R: y > 14} = [-%; +o0) , come si capisce facilmente, dato che le coor-

dinate del vertice sono V = (5/2; —%). Restringendo la funzione alle sole ascisse maggiori di 4, il codominio
diventa {y e R:y>2} =[2; +o0).

Verifiche

Lavoriamo insieme

3
. I A . x
Determinare 1’insieme di esistenza della funzione f (x)= 3\/_ :
—
Tutto dipende dalle operazioni coinvolte nella definizione della funzione. Ovviamente non danno “preoccu-
pazioni” la somma algebrica e il prodotto, lo danno invece la divisione (la frazione), la radice quadrata e il
logaritmo. Neanche la radice cubica impone restrizioni sul dominio. Basta quindi imporre le condizioni per
I’esistenza di ciascuna di queste operazioni, ottenendo il seguente sistema:
x=2
x=220
. . 1
5x—1>0, che andiamo a risolvere: { x > Fiad 22A#3=dom(f)=[2,3)U(3,+]

3—x#0 23

Determinare I’insieme di esistenza delle seguenti funzioni

Livello 1
1 1
1. fl(x)=i—t1 [R\ {1}] (== Rl fi(x)=va?+2 [R]
2. g (x)=1+ 21_ [R\ {~1; 1}] @M =mh(*+5) Rl  g(x)=4x+In(5) [R]
3. (x)=42x—1+Bx—1 [ + ) hz(x)=x+l*7/; [R] h3(x)=;+5 [R\ (-2;2}]
4. kl(x):% [(152) U (2; + )] k,(x)=v-x" [{0}]  ks(x) =In(x+2) [(=2;+ )]
2 x+1 1 2x+1
5. ml(x):x\/;—’:[(o; 1)U (15 + )] mz(x):ﬁ [0; + )] s (x)= sin (xiz ) R\ {-2)]
6. ni(x) = tan(3x - 4) [ 7&%4_8+k g} ny(x) = cot(dx + 2) {x¢—+k —}
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7. pilx) = sec(xz)

[“H 27:-(4ki1)]

2
sin(x+1)
8.  q(x)= [R\ {1/2 + knt}]
cos (x)
x> +1 X
9 n(x)="3-5 [R\ {-3;2}]
Livello 2
_x+x .
1. g (x)=vx+2-+2-3x [[-2; 2/3]
2
NI
12, hy(x)="E& 5 [(—o0i=3) U (3; +00)]
2
13, Ki(x) = logas_1(4x + 1) [(1/3; 2/3) U (2/3; + o9)]
14, m (x)= XYL [(1; + )]
Jx
In(2x+1
5. n(x) XD [12; + )]
IVx=2+1
16.  p (x)=4/logs(x—-2)-1 [[7; +o0)]
17. g (x)=(x+1)" +In(3x+1) [(=1/3; +00)]
18. rl(x)zln(xz—4)——vx_42_1%/; [(2; + 00)]
o
3 [—
19.  k(x)=vVx =2+ +1)+ 9” 27
5 p—
20.  f(x)=+3x-2 x4
3—x
o1, n(x) = |22 o —xr el
x=3 3x"—x-2
Livello 3

22, p(x)=log. (x*-2)+\Vx-1-2

23.  g(x)=sin"'(x* —x) (ricorda che il dominio di sin™' (x) &[~1; 1]

25. w(x) :«/sin_1 (1—3x)

Lavoriamo insieme

Determinare 1’insieme di esistenza della funzione f(x) =

21

%(x)

sin”' (2)(2 —3x+1)+cos_1 (2x=3)  [[1;3211  u(x)=sin"'(In(2x+1)) H

[(0; 1/3)]

log, (x+1)
x'+5

P, (x)=

Jx+1
[[0; + o0)]
NEEn |

[(=1; + )]

gy (x)=4/]x+3|  [R]

[(=Tt; + )]

_log, (3) , .
fr(x)= ol [(0; 1) U (1; + )]
g (x)=In(x+1)—~+1-2x [(-1; Y]]
h, (x)=log, ( ”;j [(—o05=1) U (2; +00)]
ka(x) = In[In(2x - 5)] [(3; + )]

x+tan( )

m, (x)=———> [R\ {km/2}]
szn(x)
n, (x) =yx -1 [[1; +00)]

3

P, (x)=cot(2x)- 4;/__):_1

g, (x)= Y r9 4432 2+ 27D 1 o)
X—X
[ , ifx - 5
= 3|— _1 —
r, (x) x+ln(x 6) 3

[R\ {kn/2; —V4}]

[(4; +o0)]
+

[l
Hg;ﬁju(ﬁﬁw)}

[(—o0;=2/3) U (=2/3; 1/7] U (34; 1) U (1; +o0)]

[[25; + )]

Hﬂ'lﬂg—_

2 7 2

e =1 e—1

2 72

z(x)=In [cos_1 (4x+1)} [~ ¥2; 0)]

,/4x+1—|3x|

2x—4|-[3x+7|
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4x+1-[3x/20

|2 4| |3 4 7|¢0.Risolviamo separatamente:
X—4al—|[5x

Anche in questo caso dobbiamo risolvere un sistema: {

4x+1-3x20 [4x+1+3x=20 x=>-1 xZ—l 1
Y, = Vv T=>x20v0<xL—=x2>2——
x=20 x<0

x>0 7 7

4x+1—|3x|20:>{
x<0

|2x—4|—|3x+7|¢0:>2x—4¢3x+7v2x—4¢—3x—7:>x;t—llvx;t—%

xz—l

Quindi il sistema equivale al seguente: g => x> —= la cui soluzione ¢ appunto il dominio

x#—1lvx#——
5

cercato.

Determinare I’insieme di esistenza delle seguenti funzioni

Livello 3
% fin——V P (Y TR o i [[3/2; +o0)]
. X)= — ; xX)= )
|—2x+1|—|x—7| 1/x—|—3+x|—|2x+5|
JTx+1-[5x+2) o _ _Br+S—fdxt] : :
27 f(.X) - |3x+1|_|_x+5| [[/2, 1) % (1’ +°°)] f(x) - |—x+2|—|3x—8| [[_6/7, 4]\{5/2’ 3}]

3—4x+7 Jx—=[Tx—=1
28. | il | . | * | [[1/8; 1/6]]

LA Y Y = = a2
re 7 N
29. f(x)z\/ * 3+|6x+ | [(=e0; =5] U [=2/5; +00)] f(x)zM [R\{-14/3; 4/5}]
|[2x+1]+|-3x-2] |x—9|—|4x+5]
\3x—|4x=17 J3x=5-|4
0. foori (LT fon=Y2ET3T4 (2]
|—5x+1|—x |—x|—|—7x+3|
1+[3x+4 Jx-3-[ax—1
T PR it cuse, RV P SRS VUV RV ant v, T
e+ 2]+ Jl4x+1]-2 e+ 1= [2x~7]

Lavoriamo insieme

Per la determinazione del codominio di una funzione puo essere utile determinare prima il segno, dato che in
tal modo stabiliamo per quali ascisse si ottengono ordinate positive e per quali negative o nulle.

2 2
Per esempio sia f(x)= Sx 1 . Basta risolvere la disequazione 3)2 !

=— > 0. Le cui soluzioni si trovano
5x°—15 5x°—15

facilmente, determinando il segno del numeratore: 3 -120=x< —\/g v 2> \/g , quindi del denominatore:

F B

5x* —1520=> x < —/3v =+/3. Riportiamo il tutto in un grafico
L’ultima riga indica il segno della funzione in ciascuno degli intervalli.

Determinare quando sono positive le seguenti funzioni
22



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 3 — Capitolo 9 - Unita 1

Livello 1
—_— 2_
32. f(x):4x§ <x<lvx>0] fly=2 1 [-1 <x<0]
X—x X=X
2_ _ i _ 4_ 3
YRR i B 10\ 8 G IS C.VC 1 IR e, A PPN IV
5x°—4 5 2 2 25 -1 2
¥ +1 -5 345 3+4/5
34, = Vxe R = <—\5v <x<AS5vx>
F™="57 reRl @ =130 2 {x 2 7 T
-1 X +x —1—\/5 \/ﬁ—l
35. X)=——— %) = <—-lv—<x<0vx>
T @1 ST Hx TR RT) H
3 3
36.  f(x)=~x+1-+/4—-x [3/2 < x £ 4] f(x):22x—1 —1<x<£vx>l2
x —11x-12 2
_ _ 2 / 2
37. f(x):3x 12 [x<=-2/3vx>1] f(x)=ln(3x2—x—l)—2 {x<%vx>%}
X+

_ 2
38 fx) = loga(x) + logs(3x— 1) LV KR EaViE Flay =2t [x < 4/3]
6 6 4-3x
Livello 2
e >0 se(a>1Ab>1)v(0<a<lA0<b<l)
Si ricordi che log, (b)
<0 se(a>1A0<b<1)v(a>1A0<b<1)
39. fix)=logs_1(5x +2) [x > V2] f(x)zlogxz_x(S—Zx)|:(x<0/\x¢1_2\/§}v(l<x<%ﬂ
40, f(x) = logar 1 5(x* — 16) [pﬁ} ) = logaxs o(Tx = 2) [x > 3/7]
I 4x+3
4. f(x)= O811an (4+3) [x >3] f(x)= al [V5 < x < 3]

x+1 log,. ,(7—2x)

Lavoriamo insieme
Tenuto conto del grafico vogliamo determinare dominio e codominio della funzione.

Ovviamente la risposta dipende solo da cid che vediamo, ipotizziamo percio che il grafico sia “regolare”, nel
senso che se, come nel nostro caso non vediamo nulla prima dell’ascissa x = 1, vuol dire che non c’¢ effetti-
vamente nulla, lo stesso per le ordinate. Pertanto sulla base di cid possiamo affermare che si ha:

dom(£)=[2,).cod (1) =[0.1)

Determinare dominio e codominio delle seguenti funzioni tenendo conto del grafico mostrato
Livello 1

| 2 K

0

42. » [R — {-1;1}] i [[-2; 1) U (1; 4+o0) — R]
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A

[[1; 2] — [1; 4]] ’

4

3

2

[R\{-1}—>R\{1}]

43,
A-
3]
2]
1
4
0 1 2
44,
1-
_1;/2 g -
2 1 0 1 e 3
_1-
45.

IVIWASZEN )

[[-n/2; 0] L [1; e]— [-1; 1]1}]

1

LAV

NN
VAR

2

0

1

" [(—o0; 2] U [2; +00) R ]

[[-2; 1T [1; 4]; [4; -1T U [1; 4]]

Livello 2
47. 4 [R— [-4i+00) N Z] _3
1
A
48. "3 l.2 = [o 1 P 3
49. 5 4 -3 2 1 0 1 2 3 4
Lavoriamo insieme
x+1
Vogliamo trovare il codominio della funzione f (x)= "
x —

24
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2
X 0 9 .
ammette soluzioni reali.

Questo equivale a stabilire per quali valori di x I’equazione y =
x —

Siha:y-(x-1)= L+l - xy + 1+ y=0, che ¢ un’equazione di secondo grado in x e ha soluzioni reali
solo quando il discriminante ¢ negativo, cioe A = y2 -4-1+y)20=> y2 —4y—-42>0.

Il delta di questa disequazione ¢ positivo, pertanto le soluzioni sono: y <2 —J8v y=>2+ V8, che e percio il
codominio cercato.

Determinare il codominio delle seguenti funzioni

Livello 1

50. f=3x-1 [Rl f)=x+1 [[l;+0)] fi)=—x"-3 [(-o0;-3] f(x)=i—j [R\{1}]

51 fl)=(43)° [[94%)]  fl) =x'+4x°+5 [[5; +o0)] f(x)= 21+5 [(0; 1/51]]
X

52. =€ [0 +0)]  f)=cser—1)  [(—oos -1 U [l +e0)]  fix) = 3sin(4x)  [[-3;3]]
53 f =2 [[0r+e)] £ (x)=v2x"+5 [ [V5i40) | F(x)=Vxtl  [[04o0)]
-1

54. fix)=sin(3x-1) [[-1;1]] fix)=1-cos(—x+5) [[-1; 3]] f(x) =m

Livello 2
1 -2

55. f(x)=m " 1-4-cos(2x)

56. f(x)z\/sin2(4x+2)+l [l;ﬁ] f(x)=‘/1+2-cos(x2) [[O,ﬁﬂ

. 1,2 In(x)
57. fix)=sin" Bx+4) [[-7/2; w/2]] fix) =sin” (x7) [[0; T/2]] f(x) =1+— [R\{1}]

ln(x)
58. f (x) = ,/sin_l (x) {O; z} fx) = ln[cos_l(Zx -D]  [(0; In(m/2))] f(x)=x+ \/; [R*0]

[[-1/3; 0)]

[(—o0; =11 U [1/5; +e0)] £ (x) [(=e0; =2/5] U [2/3; +e0)]

2
Livello 3
x* -1 X =2
59.  f(x)== [(~o0y Y4l U (1; +00)]  f(x)= [(—o0; +00)]
x =4 1—-x
60. f(x)=22"1 [(—o0; — 5] U [1; +00)] flay=2t [(=o0; — 1)] U (1/3; +00)]
2—x 3-x
2 4
61. f(x)=2tx* (oo DU G 400 f(x) ==t l (oo 1) U [-1/5; 400)]
I-x—x 5—-2x

Lavoriamo insieme
Vogliamo trovare dei valori da assegnare al parametro reale m in modo che la funzione seguente

_ x+\/x2—m

f(x) , abbia come dominio I’insieme di tutti i numeri reali.
mx +
x =m0 . . . . .
Deve essere 1@ e questo deve accadere per ogni valore reale di x. Per la disequazione basta che sia
mx+1#

m <0, mentre la disuguaglianza ¢ verificata per ogni x solo se m = 0. Pertanto la funzione ha dominio tutti i

x+x
1
Per risolvere il problema in generale risolviamo il precedente sistema parametrico, escludendo il caso gia

reali solo per m = 0 e in tal caso essa diviene: f(x)= = f(x)=x+|4.
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m<0 m>0
x =m0 . P - :
trattato m = 0. S {VxeRvix<—Jmvx2Jm. 1l primo caso si risolve immediatamente:
mx+1#0
X#F—— FFE=—
m m
m<0
1 . Piu laborioso ¢ il secondo. Infatti dobbiamo distinguere due sottocasi.
X#F——
m
m>0 m21 O<m<1
XS—\/EVXZ\/;D xS—vaZ\/;v xS—\/EVXZ\/E:
X#F—— X+ —— X#+——
m m m
m>1 O<m<1
= A\ 1
xs—\/vaZ«/Z xS—\/vaZ\/E/\x;t——
m

Quindi il problema iniziale avrebbe soluzione solo se volessimo un dominio del tipo R\{a}, con a numero
reale positivo, ma non lo avrebbe con a numero reale non positivo. Per esempio per a = 3, basterebbe pren-

x+ /x2+1
(x)=—— eR\3).

dere m = —1/3. Infatti il dominio della funzione f(x)=
- g x+1

Avremmo soluzioni anche se volessimo un dominio del tipo (—eo; —a] U [a; +0), con a = 1, oppure del tipo
(—o0; —1/a®) U (=1/a*; —a] U [a; +0), con 0 < a < 1.
X+ X’ =16

Per esempio per a = 4, prendiamo m = 16 e abbiamo f (x)= EETPEE il cui dominio & [—4; 4].
X+
X+ 37— 4
Mentre per a = 2/3, prendiamo m = 4/9 e abbiamo f (x)= — V9 i cui dominio &
5 x+1

(—o0; =9/4) U (-9/4; -2/3] U [2/3; +o0)

Determinare i valori del parametro reale m, in modo che il dominio delle seguenti funzioni sia
I’insieme dei numeri reali

Livello 2
2 —
62. — XX [m > 9/28] Yma® + x+m [m>%]  In(mx*+2)  [m>0]
Tmx” —3x+1
2 —
63. (3 -2x [0<m<4] log,,m(mx2 —-3x+2) [m>9/8] Umx* -1 (]

mx> —mx+1
Determinare i valori del parametro reale m, in modo che il dominio delle seguenti funzioni sia quello
indicato accanto
Livello 3
x*—1 1 1
; R\{¥2} [(m=2/3] —————R{-1,3} [F] —F——iR\{-3/2;1/3} [m=7]
3mx—1 X —mx+2 6x" +mx—3

65. ~N4mx—1;[2/3; +0) [m=3/8] In(3 —4mx); (—oo; 1) [D] In(3 —4mx); (=1; +o0) [m =-3/4]

64.
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Iniettivita e suriettivita di una funzione. Funzioni invertibili

Abbiamo detto che una funzione ¢ una legge che a ogni valore del dominio associa un solo valore del codo-
minio. Vi sono perd funzioni per cui vale anche il viceversa, cioe¢ a ogni valore del codominio ¢ associato un
valore del dominio.

Esempio 20
Ogni retta non parallela all’asse delle ordinate verifica quanto detto. In generale ogni funzione che, come
quella in figura, ¢ tale che ogni retta parallela all’asse delle ordinate incontra il grafico al massimo in un

punto, verifica quanto detto. 2

Diamo un nome a questo tipo di funzioni

Definizione 12

Una funzione f, si dice iniettiva se ogni elemento di cod(f) ¢ corrispondente di un solo elemento di dom(f).

Il dominio di una funzione serve a stabilire quali valori hanno corrispondente. Il codominio ¢ I’'immagine del
dominio, cio¢ I’insieme dei corrispondenti. Se definiamo una funzione su un generico insieme, ovviamente
non ¢ detto che tale insieme corrisponda con il codominio.

Esempio 21

. . . D g e e . . . ..
Se consideriamo la funzione f: R — R, f{x) = x7, il suo codominio ¢ I’insieme dei reali non negativi, non tut-

ti i reali. In figura vediamo che ci sono ordinate che non hanno corrispondenti ascisse. Per inciso notiamo
3

_________________

che la funzione non ¢ iniettiva, essendoci ordinate che corrispondono alla stessa ascissa.

Anche in questo caso poniamo una definizione.

Definizione 13

Una funzione f: A — B, si dice suriettiva se cod(f) = B.

Ovviamente vi sono anche funzioni che sono contemporaneamente iniettive e suriettive.

Definizione 14

Una funzione si dice biiettiva o anche una corrispondenza biunivoca se ¢ sia iniettiva che suriettiva.

Che cosa significa

Iniettiva — Da iniettare, estensione del movimento della iniezione, mediante la quale operazione un fluido
viene inserito in un determinato luogo.

Suriettiva — Anche detta su tutto, cioe la funzione agisce su tutto I’insieme di arrivo. Il suffisso ettiva viene
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messo per “intonazione” con gli altri vocaboli.
Biiettiva — Nel senso di doppiamente (bis) iniettiva, quindi in un senso e nell’altro.

La particolarita di una funzione iniettiva consiste nel fatto che possiamo ricavare dall’ordinata la corrispon-

dente ascissa, cosi come, in genere, da ogni ascissa ricaviamo 1’eventuale ordinata. Possiamo cio¢ scambiare
fra loro la variabile dipendente e quella indipendente.

Definizione 15

Data una funzione iniettiva f, diciamo sua funzione inversa la funzione la cui legge associa a tutti gli ele-
menti di cod(f) gli elementi di dom(f) di cui essi sono corrispondenti. L’inversa di f'si indica con f .

E evidente che nell'inversione di una funzione si scambiano dominio € codominio fra di loro.

Esempio 22
La funzione f(x) = 3x + 1, essendo una retta ¢ ovviamente iniettiva e percio invertibile. La sua inversa si ot-

. . -1 . . . . _
tiene ricavando x: y=3x+1:>x:yT. In figura abbiamo le due rette, in rosso la f e in blu la f

/ Osserviamo altresi che I’inversa di una funzione iniettiva si pu0 trovare anche come
simmetrica della data funzione rispetto alla retta y = x, poiché tale simmetria serve appunto a scambiare fra
loro ascisse e ordinate.

Dato che una funzione ¢ iniettiva se ad ascisse diverse corrispondono ordinate diverse, sono certamente i-
niettive le seguenti funzioni.

Definizione 16

Una funzione per la quale comunque si considerano xi, x € X M dom(f), si ha

* x;>x; = flx)) > f(xy), sidice crescente in X N dom(f).

* x> x = flx)) <f(xp), sidice decrescente in X N dom(f).

In generale le funzioni precedenti vanno sotto il nome di funzioni strettamente monotone.

Esempio 23

Ogni retta non parallela agli assi coordinati ¢ una funzione crescente se il suo coefficiente angolare ¢ un nu-
mero positivo, decrescente se ¢ un numero negativo. Infatti nel primo caso 1’angolo da essa formato con il
semiasse positivo delle ascisse ¢ acuto, nel secondo ottuso. E tali fatti implicano appunto la crescenza, ri-

spettivamente decrescenza, delle funzioni, come meglio mostrato in figura.
N

4

2 B G

Ci sono funzioni che pur non decrescendo, non sempre crescono.
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Esempio 24

La funzione in figura = ¢ crescente in (—oo; 1], € costante in [1; 3] e di nuovo cre-
scente in (3; +o0).

Distinguiamo le funzioni come la precedente dalle funzioni strettamente monotone.

Definizione 17

Una funzione per la quale comunque si considerano xi, x € X M dom(f), si ha

X1 > x, = f(x1) 2 f(xz), sidice non decrescente in X N dom(f).

x1 > x, = f(x1) £f(xz), sidice non crescente in X N dom(f).

In generale le funzioni precedenti vanno sotto il nome di funzioni debolmente monotone.

Ovviamente ogni funzione strettamente monotona ¢ iniettiva, ma non ¢ sempre vero il viceversa. Cioe la
stretta monotonia ¢ condizione sufficiente ma non necessaria per la iniettivita.

Esempio 25
La funzione in figura non ¢ strettamene monotona nel suo dominio, eppure ¢ iniettiva.

6

5 /

In generale un funzione “regolare” (dove con questo nome indichiamo una funzione rappresentabile, cioe
non una funzione alla Dirichlet), se non ¢ monotona ¢ comunque formata dall’unione di funzioni monotone.

Esempio 26

(0.5, 1.75)

HE 0 K T2
La funzione in figura non ¢ monotona nel suo dominio , ma si puo considerare formata
unendo una funzione strettamente decrescente in (—eo; 2) e una strettamente crescente in [V2; +o0).

Negli esercizi forniremo esempi di funzioni formate dall’unione solo di funzioni crescenti o solo decrescen-
ti, che pero nel loro dominio non sono monotone.
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Verifiche

Lavoriamo insieme

-3

Considerando il grafico seguente “ , possiamo dire che la funzione non ¢ inietti-
va, poiché per esempio, 1I’equazione f(x) = -2 ha ben 3 soluzioni.

Tenuto conto del grafico, stabilire se le seguenti funzioni sono iniettive nel loro insieme di esistenza
Livello 1

2 -1 0 1

N T [si] EEC I CR ERE [No] [S1]

2 [Si] ' [No] * [No]

3. \ ’ [Si] \ [No]

Lavoriamo insieme

. 3x-1 . g « e Dy . .
Data la funzione f(x)= e vogliamo stabilire se ¢ iniettiva. Consideriamo due generiche ascisse €
X+
supponiamo che abbiano la stessa ordinata, se la funzione ¢ iniettiva ci0 non ¢ possibile, ossia dobbiamo di-

3x,-1 3x,-1
= = .
2x,+3 2x,+3

mostrare che x; # x, = f{x1) # f(x2). Nel nostro caso abbiamo f(x,)= f (x,)

Ovviamente ciascuna delle ascisse scelte appartiene a dom(f) = R\{-3/2}. Si ha quindi:

Bxi—=1)2x+3)=Cx2—1) 2x1 +3) = 6x10 + 1 — 2% — 3 =6x100 + W — 2x1 — 3 =
9X1+ 2)61 = 9)62 ar 2)62 = 11x1 = 11)62 = X1=X2
quindi se le ordinate sono uguali anche le ascisse lo sono, pertanto la funzione ¢ iniettiva.

Stabilire se le seguenti funzioni sono iniettive nel loro insieme di esistenza:
Livello 2

n f(x)=24x+5

17x-9

[si] f)=5x—1 [si] flxy=x*—1[no] f(x)=vx’—x [no] fix)=e™"" [si]
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_4x-1
11x+3

x+ 1|
-1

6. f(x)=NX+1 [si] fix)=1xl [no] f(x)=<x*-1 [no] f(x)=|—[n0] f(x) = In(x* + 2) [no]
X

_x2+1

5. f(x) [si] f(x) [no] flix)=x" [si] fix)=2x"—x+ 1 [no] fix) = sin"'(x + 3) [si]

Lavoriamo insieme
Riprendiamo in considerazione il grafico che avevamo gia visto non rappresentare una funzione iniettiva

/‘ /
J/ v
| “

osserviamo per0 che possiamo considerare infinite restrizioni della funzione che risultano iniettive, per e-
sempio se restringiamo a (—oo;—1] oppure a [-1; 1] 0 anche a [1; +o0) e ad altri infiniti domini.

Determinare una restrizione delle seguenti funzioni affinché esse risultino iniettive, ovviamente le ri-
sposte possono essere infinite, noi proponiamo quelle piu ‘“ampie”
Livello 2

7. [RYo v R] [(—o0; —1] v [1; +o0]]
8. [R v R] \/ [(=o0; 2] V [2; +oo]]
9. CIRCE RN [(—e0; 1] v [<1; 0] v [0; 1] v [~13400)]

Lavoriamo insieme

La funzione f(x) = x* non & iniettiva, poiché per esempio f(1) = fi—1). Vogliamo stabilire se ¢ suriettiva su
tutti i reali, ossia se I’equazione y = x* ammette soluzioni nell’incognita x per qualsiasi scelta di y
nell’insieme dei numeri reali. Ovviamente cio non succede, perché se scegliamo y < 0, non esiste alcun x il
cui quadrato possa essere uguale a y. Confermiamo il tutto con il grafico, che ¢ quello ben noto di una para-

3

bola LS 2 T 0 P T2 s
Stabilire se le seguenti funzioni sono suriettive su tutti i reali
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1] g // /
: / .

1

Livello 1

10. | [No] ’ [Si] ) \ [Si]

11. ; [No] [No]

Livello 2

12. f(x)= x+f [no] fx)=2-3x [si] fl)=—x*-1 [no]  f(x)=vx*-1 [no]
o

2 2

B, f@)=2"1 ol f(x)=2 ol fw=rex-1 8] f=F-5x+6 [no]
x +3 3x—2

14.  f(x)=Yx-1 [no] f(x)= 21+1 [no] fx)=Il-PRx+11 [no] fx)=(+1)° [si]

X
15. f(x) = InBx +1) [si] f(x)=e"" [no] f(x) = tan(dx — 1) [si]

Lavoriamo insieme
3x—
2x+3

Abbiamo gia visto che la funzione f(x)= ¢ iniettiva, pertanto ¢ invertibile, vogliamo determinare la

sua funzione inversa. Basta risolvere 1’equazione y = nell’incognita x.

2x+3
1+3y

y-(2x+3)=3x-1=(2y-3)-x=-1-3y=x=
3-2y

Abbiamo dom(f)=R\{—%},cod(f)=R\{%}. Quindi dom(f‘l):R\{%},Cod(f‘l):R\{—%}.

Dopo avere verificato che le seguenti funzioni sono iniettive, determinare le funzioni inverse nel loro
insieme di esistenza.

Livello 2
Tx+2 x+2 1 4 8
16. x)= (x)= x)=—x—— | f(x)=2x+— x)=log, (Vx) [f'(x) = 3%
=12 W= ] r=a-3 | =2 | r(9=tos () 170 =37
_ 2
17.  f(x)= x-l {f‘l(x)zx—_i_zl,x>0} f(x)=+x-1 ') =x"+1,x>0]
x+1 1-x
18. f(x):x3+1[f“(x)=3x—1] =" [f'=1-In®] f)=hx+1) ['x)=-1]
2 In(x)+1 8x+4 [ x—4}
19. x)=e*"! T(x)=——— x)= (x)=
/) {f (x) In(x)-1 /) —Tx+1 ) Tx+8
Livello 3
20. Lasomma di due funzioni iniettive & una funzione iniettiva? Giustificare la risposta. [No]
21.  Una funzione lineare del tipo y=ax+b,a #0 ¢ iniettiva. La somma di due funzioni lineari & sempre
iniettiva? Giustificare la risposta. [No]
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Lavoriamo insieme

invece la seguente € non crescente , perché in [-2; 0] ¢ costante.
Tenuto conto del grafico determinare in quali intervalli sono crescenti, in quali costanti e in quali de-

crescenti.
Livello 1

22. / ] [Str. Cr.]

[Cr.: x<0, Decr.: x> 0]

23. ¢ L [Str. Cr.] R R [Decr.: x<0, Cr.: x> 0]
24. / N [Decrescente: —1 < x <1, Crescente: x<—-1vx>1]
Livello 2

25. - - by [Decrescente: x<—-1v0<x<1, Crescente: -1 <x<0vx>1]
26. R RE [Decr.x<2v-2<x<0;Cr.: x=>0]

33



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 3 — Capitolo 9 - Unita 1

-2 -1 0 1 3
27. \ [Decrescente: x < —1 e x > —1, ma non monotona per ogni x]

b |

28. [Non Cr.] T S [Cr.: x =V, Decr.: x < V5]

Lavoriamo insieme

Come facciamo a stabilire se la funzione f(x) = x> & crescente nel suo dominio? Dobbiamo dimostrare che
X, >x, = x, > x;. Ma cid & ovvio perché innalzando a una potenza dispari non variamo il segno, pertanto se
moltiplichiamo fra loro numeri piu piccoli otteniamo piu piccoli.

Cid non vale invece per f(x) = x, infatti non & detto che X, > Xx, = x{ > x, , dato che innalzando a una poten-

za pari si ottengono sempre numeri positivi. Pertanto I’implicazione ¢ vera se le ascisse sono positive, per
esempio 3 > 2 = 9 > 4; non sempre ¢ vero invece se una almeno delle ascisse ¢ negativa.
Per esempio da 2 > -3 segue la scritta falsa 4 > 9.

Verificare se le seguenti funzioni sono monotone nel loro dominio
Livello 2
29. fix)=4x+1 [Cr] fix)y=2-3x [Decr.] fix)=1/x,x>0 [Decr.] fix)=1/x,x<0 [Decr.]

30. f(x)=+vx [Cr] f(x)=%-x [Decr] fx)=M4x+1l [Nomon] f{x)=I2xI—13xl [Nomon.]
31. f)=2"""  [Cr] fix)=3*"" [Decr] fx)=lx*] [Nomon] fix)=[xl+[x] [Cr.]
Livello 3

x+1 x<l1 3—x x<2 -3x+1 x<0
32, f(x)= [Cr] f(x)= [Decr.] f(x)= [No mon.]

3x+2 x2>1 2-3x x>3 x—2 x20
x<0 x> x<0 In(x) x<lI
33. {x+1 >0 [No mon.] f(x)z{x+2 >0 [Cr.] f(x):{Z—(?)))c leE [No mon.]
34. { x<l [Crescente] f (x) = {z—x x<2 [Non monotona]
In(x x2>1 37" x22
x<0 3 x<0
35. { 0<x<1 [Non Decr.] f(x)=9-2 0<x<1 [No mon.]
x>1 27" x>1

Particolari simmetrie delle funzioni

Alcune funzioni hanno delle proprieta che rendono piu semplice anche la loro rappresentazione grafica.

Esempio 27
La funzione y = x* — 3x* + 1, contenendo solo potenze pari della variabile indipendente, ovviamente non
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puo essere iniettiva, poiché assegnando a tale variabile valori opposti, come per esempio 1 e —1, si ottengono
sempre le stesse ordinate. Cio significa che se tracciamo la funzione per x > 0 sappiamo anche tracciarla per
x < 0, basta effettuare la simmetria rispetto all’asse delle ordinate. In figura vediamo la funzione tracciata
con un software. Abbiamo anche tracciato due punti e i loro simmetrici rispetto all’asse delle ascisse.

A

Diamo un nome a funzioni come quella mostrata nell’esempio.

Definizione 18

Una funzione per la quale si ha f(x) = f(—x), Vxe dom(f), si chiama funzione pari.

Una funzione pari ¢ una funzione simmetrica rispetto all’asse delle ordinate, si preferisce chiamare in tal
modo poiché tutte le funzioni algebriche la cui espressione contiene solo potenze pari della x, godono di tale
proprieta. Consideriamo adesso un altro tipo di simmetria.

Esempio 28

La funzione y = x° — 3x, contenendo solo potenze dispari della variabile indipendente, verifica una proprieta
simile alle funzioni pari, infatti se assegniamo alla x due valori opposti, stavolta otterremo ordinate opposte.
Ci0 significa che se tracciamo la funzione per x > 0 sappiamo anche tracciarla per x < 0, basta effettuare la
simmetria rispetto all’origine. In figura vediamo la funzione tracciata con un software. Abbiamo anche trac-

ciato due punti e i loro simmetrici rispetto all’origine.

Diamo un nome anche alle precedenti funzioni.

Definizione 19

Una funzione per la quale si ha fix) = —f(—x), Vxe dom(f), si chiama funzione dispari.

Una funzione pari ¢ una funzione simmetrica rispetto all’origine, anche in questo caso usiamo 1’aggettivo
dispari, poiché tutte le funzioni algebriche la cui espressione contiene solo potenze dispari della x, godono di
tale proprieta. Si stia attenti che le funzioni dispari non devono contenere il termine noto, poiché esso altri
non & che il coefficiente di x° e 0 non & un numero dispari.

Ovviamente la simmetria pari o dispari ha senso solo per domini essi stessi simmetrici.

Esempio 29
Una funzione per cui si ha dom(f) = [-2; 3] ovviamente non puo essere né pari e né dispari, dato che esiste
f(x) in (2; 3], ma non esiste f{x) in [-3; —2), pertanto non ha senso calcolare f(—x) per 2 < x < 3.

Consideriamo un altro tipo di simmetria.

Esempio 30
In figura abbiamo la funzione y = x* = 3x + 1 e notiamo che non ha pill una simmetria rispetto all’origine.
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punto (1; 0).
Tenuto conto dell’esempio precedente vogliamo capire come si puo stabilire I’eventuale simmetria di una
funzione rispetto a un punto. Noi sappiamo che le leggi della simmetria rispetto a un centro C = (a; b) sono

x'=2a—-x
{ by’ quindi vuol dire che la simmetrica della funzione y = f(x) rispetto a C, ha equazione 2b — y =
y =20-=Yy

f(2a — x) = y = 2b — f(2a — x). Pertanto possiamo enunciare il seguente risultato.

Teorema 3
La funzione y = f(x) ¢ simmetrica rispetto a C = (a; b) se e solo se: flx) + f(2a — x) = 2b.

Ovviamente la simmetria precedente ha senso solo se dom(f) = R, oppure a ¢ centro di simmetria di dom(f),

anche se a ¢ dom(f).

Esempio 31
¢ Una funzione per la quale si ha: dom(f) = [1; 3) non puo avere alcuna simmetria centrale, poiché 3 f(1) e

A f3).

¢ Una funzione per la quale si ha: dom(f) = [1; 3] puo avere simmetria centrale solo rispetto a C = (2; f(2)).

¢ Una funzione per la quale si ha: dom(f) = R \ {0} pud avere simmetria centrale solo rispetto a un punto

dell’asse y, anche se non ¢ definita per x = 0.

e Adesso verifichiamo il precedente teorema sulla funzione dell’esempio 3, che abbiamo visto essere sim-
metrica rispetto a C = (0; 1). E in effetti si ha: X =3x+1+ [(—)c)3 —3(—x) + 1] = 2. Se non avessimo sapu-
to che la funzione era simmetrica rispetto a C, come avremmo potuto stabilirlo? Applicando la legge a un
generico punto C = (a; b). ©-3x+1+ [2a —x)3 -3QRa-x)+1]1=2b= ©-3x+1+8a —x - 12d%
+ 6ax” — 6a + 3x + 1 = 2b = — 12a°x + 6ax* + 8a> — 6a + 2 = 2b. Poiché a sinistra abbiamo un polinomio
e a destra un numero, vuol dire che i coefficienti del polinomio di grado superiore a 0, devono essere tutti
nulli, cio¢ deve essere a = 0, quindi rimane solamente 2 = 2b, da cui b = 1. Abbiamo cosi determinato il
centro della simmetria.

Il precedente teorema ci suggerisce di trovare anche la proprieta che verificano le funzioni simmetriche ri-
spetto a rette parallele all’asse delle ordinate.

Teorema 4
La funzione y = f(x) ¢ simmetrica rispetto alla retta x = a, se e solo se: fix) = f(2a — x).
Dimostrazione

x'=2a-x
Le leggi della simmetria rispetto alla retta x = a sono { ' , quindi vuol dire che la simmetrica della
y =y
funzione y = f(x) rispetto alla retta y = a, ha equazione y = f(2a — x).
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Anche in questo caso la simmetria precedente ha senso solo se dom(f) = R, oppure a ¢ centro di simmetria di

dom(f), anche se a ¢ dom(f).

Esempio 32
¢ Una funzione per la quale si ha: dom(f) = [-5; 7] pud avere simmetria di asse parallelo all’asse y, solo ri-
spetto alla retta x = 1.

e La funzione f(x)= ﬁ, pur non essendo definita per x = 1, & simmetrica rispetto a x = 1, infatti si
x—1
1 1
= = f X

(2-x-1)" (=x+1)° (%)
e Vediamo se la funzione f{x) = x* — 4x + 4. Ha simmetrie rispetto a rette di equazione x = a. f(2a — x) =
Qa-x*-4-Qa-x)+4=4a>—dax+x*-8a+4x+4=x"—4-(a—1) - x + 4a*— 8a + 4; deve percid
aversi f(x) = fQa —x) => x> —4x+4=x"—4 - (a-1) - x + 4a° — 8a + 4. Uguagliando i coefficienti delle

ha: f(2-x)=

4a’> —8a=0 a=0va=2
metrica rispetto alla retta di equazione x = 2.

I=a-1 a=2
incognite di uguale grado si ha: { :>{ = a =2, quindi la data funzione ¢ sim-

Un’altra interessante simmetria si ha rispetto alla prima o alla seconda bisettrice ed ha ovviamente senso so-
lo per funzioni invertibili e definite in intervalli simmetrici.

Teorema 5
La funzione invertibile y = f{x) ¢ simmetrica rispetto alla retta x = y, se e solo se: f(x) = f_l(x), V x € dom(f).
Dimostrazione

'

Le leggi della simmetria rispetto alla retta x = y sono { ' y, quindi vuol dire che la simmetrica della fun-
y =X
zione y = f(x) rispetto alla retta x = y, ha equazione x =f(y) = y = ).

Teorema 6

La funzione invertibile y = f{(x) ¢ simmetrica rispetto alla retta x = — y, se e solo se: fix) = —f _l(x), V x e
dom(f).
Dimostrazione

x 1
Le leggi della simmetria rispetto alla retta x =y sono { ' Y , quindi vuol dire che la simmetrica della fun-
y=-x

zione y = f(x) rispetto a x =y, ha equazione —x=f(-y) =>—-y= ) = y=—"(-x).

Esempio 33

La funzione y = 1/x & ovviamente invertibile in R\{0} ed ¢ inversa di se stessa, quindi ¢ simmetrica rispetto

alla prima bisettrice, come mostrato in figura. 5
Ma ¢ simmetrica anche rispetto alla seconda bisettrice, poiché si ha ) + () = 1x — 1/x = 0, si veda
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Q

sempre la figura.

Verifiche

Lavoriamo insieme

. 0 1 , . . P . o o 2 o
II seguente grafico non rappresenta né una funzione pari, né una dispari, poiché non si notano
simmetrie né rispetto all’asse y, né rispetto all’origine.

Tenuto conto dei grafici, determinare se essi rappresentano funzioni pari o dispari, la mancanza di ri-
sposta indica che le funzione non & né pari e né dispari

Livello 1
1. S I £ [pari] ) [dispari]

2/ 4 2

[ 1

/ T g T T T '\r_/o P T

2. [dispari] o0 04 R N ) ’ 1 ? [pari]

| /i / ,

1 y 1

3, ) [dispari] [pari] [dispari]

Lavoriamo insieme

4 A2
Vogliamo stabilire se la funzione f(x)= % ¢ pari o dispari.
X+
(—x)' =3(=x)’ _xt=3x7

Calcoliamo f (—x)= # 1 f (x), quindi la funzione non & né pari e né dispari.

‘(—x)+1‘ NET
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Determinare se le seguenti funzioni sono pari o dispari

Livello 1
4. flx)=3x"+1Ix+2l [] f(x)=v2x'=x’+1  [pari] ) =Bx-1+k* -1 []
5. f(x)=Uxr+x [dispari] f(x)= 2’“ = 13 pari]  f(x)=2 ;x [dispari]
o
6. fix)=sin2x+1) [] fx) = ln(x2 +1) [pari] fx) =lcos3lx — 2)| []
Livello 2
) ) ‘x3+1‘—|x+1|
7. f(x)=e" [] f(x)zx/x2+1—\/3x4—x2—2 [pari] f(x)=—"——
8. fx) = sin(x?) [pari] fx) = sin”'(x) [dispari]  flx) = sin”' (x?) [pari]

Lavoriamo insieme

5.2
X

Vogliamo stabilire se esistono i e k per i quali la funzione f (x)=(5k—2)- +(3h—1)-x* —x’ risulta

f(x)+f(-x)=0=

5[ 2 s5/(—+)?
al +(3h—1).x4—x3+(5k—2)-ﬂ+
X

= (5k—2)- ——+(3h=1)-(=x)' =(-x) =0=

dispari. Deve aversi > >
:Mﬂ%—l)-ﬁ —{—Mﬂw—n-xu/\/:o:

=2-(3h-1)-x* :O:>3h—1:O:>h:%

Quindi la funzione ¢ dispari per qualsiasi k e per h = 3 La funzione in questo caso ¢

s[ 2
X 3

f(x)=(5k-2)-

Determinare, se esistono, i valori reali da assegnare ai parametri affinché le date funzioni abbiano la
simmetria richiesta.

Livello 2

9. flx)=3ax’—2x+a- 1, dispari [a=1] f(x) = 2a + Dx* = 2x* + 3, pari [a=-"1]

10.  f(x)=(a— Dx* + x° —x + 2, dispari (D] f(x) = (a— Dx* +x° = x + 2, pari (D]

1. fx)=2x—Ra+11-x*+ 1, pari (D] f(x) = Ma — 1x* = x* + Il — 1, pari [a = V4]

2. fx)=2"1 pai %) £ =2 pani [a=0]

e’ ~1 e -1

Livello 3

13. fl)y=@ -1)-x°—x>+x—b+2, dispari [a=*1,b=2]

14. f)=Qa+b)-x—x*+(@-b)-x+ 1, pari [a=b=0]
5/.3

15 f(x)=3x"=(2h—1)-x +(k —2)-~——, dispari (D]
X
5 X3

16.  f(x)=3x"-(2h-1)-x’+(k—2)-——, pari [h =Y, VkeR]
X

17, £(x) =922 X oh—cos[(h+k)x], pari [k=2, VheR]

x +1

a-b)x*+(2a-b)-x’—a
(a=b)x" +( )
(a+b)-x—2b+1

(a—b)x*+(2a-b)-x’—a

Ldispari @] f(x)= (a+b)-x—=2b+1

18.  f(x)=

, pari [b =2a]
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19. Spiegare perché una funzione definita in [-2; 3] non puo essere né pari, né dispari.
[Perché per esempio f(3) esiste e f{—3) no]
20. Spiegare perché una funzione il cui codominio ¢ [0; +c0) oppure (—oo; 0] non puo essere dispari.
[Perché sia f(x) che f(—x), se esistono, sono sempre dello stesso segno]

21.  Una funzione non definita solo per x = 0 pu0 essere pari o dispari? Giustificare la risposta. [Si]
22. Una funzione non definita solo per x = 1 pud essere pari o dispari? Giustificare la risposta. [No]
23.  Una funzione non definita solo per x = =1 pu0 essere pari o dispari? Giustificare la risposta. [Si]

Livello 3
24. Dimostrare che la somma algebrica di due funzioni pari ¢ una funzione pari.
25. Dimostrare che la somma algebrica di due funzioni dispari ¢ una funzione dispari.

26. Se una funzione ¢ dispari, il suo valore assoluto che tipo di funzione ¢? [Pari]

27. Affinché una funzione sia pari, la condizione che il suo dominio sia formato solo da numeri positivi, ¢
necessaria o sufficiente? [Nessuna delle due]

28. Una funzione il cui codominio ¢ formato solo da numeri positivi puo essere dispari? [No]

29. Dimostrare che il prodotto di due funzioni pari ¢ una funzione pari.

30. Dimostrare che il prodotto di due funzioni dispari ¢ una funzione pari.

31. Dimostrare che il prodotto di una funzione pari e una funzione dispari ¢ una funzione dispari.

32. La potenza ennesima di una funzione pari che tipo di funzione ¢? E quella di una funzione dispari?
[Pari; pari per n pari e dispari per n dispari]

33. Fornire un esempio che dimostri che la seguente affermazione non ¢ corretta: Una funzione si dice pa-

ri se la sua espressione analitica é formata solo da monomi di grado pari.
34.  Una funzione razionale contenente monomi di grado pari e grado dispari puo essere dispari? Giustifi-

. . x*+1
care la risposta. Si, pe.
X

La funzione f(x) = x* — 12x° + 52x* — 96x + 61, non & simmetrica né rispetto all’asse delle y, né rispetto
all’origine. Non ¢ simmetrica nemmeno rispetto a una delle bisettrici, perché ovviamente non ¢ invertibile.
Vediamo se ¢ simmetrica rispetto un generico centro C = (a; b). Risolviamo f(x) + f(2a — x) = 2b, nelle inco-
gnite a € b.
X120 + 52— 96x + 61 + 2a—x)" =12 - (2a—x)’ +52 - 2a—x)> =96 - 2a—x) + 61 =2b

Non effettuiamo tutti i calcoli, perché ci rendiamo conto immediatamente che si ottiene un polinomio di
quarto grado, il cui coefficiente di grado 4 non dipende dai parametri, & 2x*, pertanto non pud mai annullarsi.
Quindi concludiamo che non vi sono simmetrie rispetto a nessun punto.
Vediamo invece se vi sono simmetrie rispetto a una retta parallela all’asse delle y. Stavolta deve essere
f)=fRa-x)=>x* - 12X +52x* = 96x + 61 = Qa—x)*—12- Qa-x)*+52 - 2a-x)*-96 - 2a —x) + 61
non riportiamo tutti i calcoli, ma solo la semplificazione finale

8- (@-3)-xX+24-a-3-a) X +16- (2@ —9a° + 13a - 12) - x— 16a" + 964’ — 2084’ + 192a
in effetti anche questa volta non ¢ necessario effettuare i calcoli, basta determinare il coefficiente del termine
di terzo grado, vedere quando si annulla (in questo caso per a = 3) e poi verificare se tale valore annulla tutta
I’espressione. In questo caso accade, pertanto possiamo dire che la data funzione ¢ simmetrica rispetto alla
retta x = 3.

Stabilire se le seguenti funzioni sono simmetriche rispetto a un centro generico o a una generica retta
parallela all’asse y o a una delle due bisettrici dei quadranti. Giustificare la risposta. Nelle risposte il
centro o I’equazione dell’asse di simmetria

Livello 2

2 2
35. f= TR 15r4 10 (D] f)=22 P po ) =228 oy
x =2x+1 x—2
_7x*=28x+31 _ _ 2 B _ _Ax*+9x+7 1.
6. f(x)= T (=2 S =@+ 245 37) -2 =3 f(x)= 5 [1:2)]
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37. fl)=1/2x) [(0;0), x=2y] f(x)= m [x=4] f(x)=e"**® [x=-2]

Composizione di due o piu funzioni
Concludiamo il discorso sulle funzioni considerando una particolare operazione definita su di esse.

Problema
Se abbiamo due funzioni f e g, possiamo ottenere da esse un’unica funzione che abbia il dominio di fe il co-
dominio di g?

Consideriamo un problema simile. Supponiamo di volere arrivare da Bari a Canberra, in Australia. Poiché
non vi ¢ un volo diretto Bari — Canberra, dobbiamo effettuare almeno uno scalo. Quando sara possibile?
Quando vi sara una localita collegata direttamente sia a Bari che a Canberra.

Riportando il discorso alle funzioni, vediamo cosa accade.

Esempio 34
Supponiamo di avere le funzioni f(x) = 2x — 1, g (x) = v/x . Facilmente si vede che

dom(f) = cod(f) = R, dom(g) = cod(g) = R"y
consideriamo 2 € dom(f), si ha f(2) = 3. Poiché 3 € dom(g), possiamo calcolare g(3)= V3 , pertanto pos-

siamo dire che partendo da 2 € dom(f), siamo arrivati a J3e cod(g). Potremmo scrivere pill brevemente

g I: f (2)] =+/3. Possiamo allora dire che abbiamo costruito la funzione che cercavamo, che avesse cioe il

dominio di f e il codominio di g? No, perché quanto trovato non vale per ogni x € dom(f); infatti se fossimo
partiti da O € dom(f), avremmo avuto f(0) =—1 ¢ dom(g).

Tenuto conto dell’esempio precedente possiamo chiarire meglio il nostro problema.

Definizione 20

Date due funzioni reali di una variabile reale f'e g, se accade che cod(f) < dom(g), allora esiste una funzione,
che chiamiamo composizione di f e g nell’ordine, e che indichiamo con f o g, il cui dominio coincide con

quello di f'e il cui codominio coincide con quello di g.

Esempio 35
Quindi date fix) = 2x - 1, g(x)= Jx, non possiamo effettuare fog perché cod(f) & dom(g), invece pos-

siamo effettuare go f perché cod(g) = R"y = R = dom(f). Per trovare la legge che definisce tale funzione

composta basta applicare le leggi a un generico elemento x: x—=£ Jx—L52Jx—1. Pertanto

gof Ry >R g[f(x)]=2:x-1.

Per quanto visto negli esempi possiamo affermare la composizione fra funzioni non & un’operazione com-
mutativa.
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4x—1

2
X —

Vogliamo stabilire se possiamo comporre le funzioni f(x)= ,8(x)=~/2x-3, e in caso affermativo

vogliamo determinare le leggi delle relative composizioni.
Abbiamo dom(f) = R\ {£1}, dom(g) = [3/2; + o). Calcoliamo il codominio delle due funzioni.

— 244+ y" -
y=4f }:>(x2—1)~y=4x—1:>yx2—4x—y+1=0:>x= L/
X = y
L Yy -y+420_ [VyeR o : : L
Quindi deve essere 0 = 40 = y #0, la prima disequazione ha quel risultato perché il di-
y# y

scriminante ¢ negativo (1 — 16). Quindi cod(f) = R \ {0}. Passiamo a quello di g; facilmente si ha: cod(g) =

[0; +e0).

Possiamo allora dire che non possiamo comporre né f con g né g con f.

Se pero effettuiamo delle restrizioni cio puo farsi. Cominciamo con f{g(x)), dobbiamo fare in modo che sia
cod(g) < dom(f), cioe dobbiamo escludere il numero 1 da cod(g), per fare cid ovviamente dobbiamo modifi-

care dom(g). Deve essere V2x—3 #1=2x—-3#1= x# 2, quindi considerando le funzioni f: R\ {£1} —

R\ {0} e g:[3/2;2) U (2; + ) — [0; 1) +00) U (1; + o), possiamo effettuare la composizione:

/ 4x 1 8x—2—3x2+3 \/—3x2+8x+1
2x —3 = .
f[g ] f \/ x* -1 x* -1

Analogamente faremo per la composizione nell ordlne inverso.

Dopo aver determinato dominio e codominio delle seguenti coppie di funzioni, stabilire per quali valo-
ri di x & possibile effettuare le composizioni f °g, g° f, quindi determinare le due composizioni.
Livello 1

3 1
. =3x-2 = _2_ __
1. fly=3x-2,g(x) = 1/x {f[g(x)] . 2.8] f(x)] 3x_2}
2. f=x-2,g0)=3-1 [Me@)]=(3x’ - 1)° -2, glf] =3 - (" -2)° - 1]
3. f(x)=\/4x+l,g(x)=x2—x [f[g(x)]=\/4x2—4x+l,g|:f(x)]=4x+1—\/4x+1J
4. f(x)=v2-x,g(x)=vox+1 [f[g(x)]=\/2—\/9x+1,g[f(x)]=\/9'\/2—x+1}
2x—1 8x-3
> f(x)_4x2—9’g(x)_9x2—1
(9x* =1)-(9x” —16x+5) (427 -9)-(12" ~16x-19)
Iel)]-= 729x* —418x” +192x—27 8L/ ()= 4-(4x* -27x* +9x +18)
6.  flx)=sin(x), g(x) = cos(x) [flg(x)] = sin[cos(x)], g[f(x)] = cos[sin(x)]]
7.  flix) =tan(x), g(x) =2x -3 [flg(x)] = tan(2x — 3), g[fix)] = 2tan(x) — 3]
8. flx)=sin"'(2x), g(x) =2x—1 [flg(0)] = sin” (4x — 2), g[f(x)] = 2sin”' (2x) — 1]
0. f(x)zln(xz—l),g(x)z X —x [f[g(x)]zln(xz—x—l),g[f(x)]=4/1n(x2—1)—1}
Livello 2
10.  flx) = e, g(x) = In(4x - 1) [flg(0)] = (4x — 1)/e, g[f(X)] = In(4 - e — €) — 1]
11.  flx) = sin(4x+1), g(x) = sin”'(3x-2) [flg(x))=sin[4sin~' 3x=2)+11, g[fx)]=sin" (Bsin(4x+1)-2]
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x x<0 3x+1 x<0 3x+1 x<0
12. = . :3 +1 — , —
/(%) {2)6 x=0 g(x)=3x {f[g(x)] {6x+2 x>0 g[f(x)] {6x+1 xZO}
x+1 x<0 VxX'+1  x<0 |
13. xX)= , x=\/; x)|=—x+1x2>0, x)|=
/() {1 e {f[g( )] <[] {1 o
1 x<0 ! O<x<l
4. f(x)=4x ,g(x)=In(x) fle(x)]= In(x) ,g[f(x):lzln(x/;),x>0
Jx x20 Jin(x) x=1
sin(x) x<1 .
15 = s =
/() {cos(x) x>1 8 (x)=sin” (x)
X x<l1 X x<l1
|:f[g(x):|_{ ll—x_z xZI’gI:f(x):I_{Sin_l (COS()C)) XZJ
Livello 3
1 X x<0
— x<0
16.  f(x)=yx g(x)=11 [flg(0)] = fx), glfix)] = g(x)]
— x>0
X x=0 X
2x—1 x<2 X x<1
17 = . =
/() {4—3x x227 ) {3x x>1
4-3x x<-\2 (2x-1)  x<I
fle(x)]=12¢ -1 —V2<x<lg[f(x)]={6x-3 l<x<2
4-9x x>1 (4-3x)°  x22
- 0 2
18.  f(x)=1x x< ,g(x)={x +1 x<2
o >0 1—x x=2
%+1 x<—/2
2+l X
e x<2 1
fl:g(_x):lz 1 : xzz,gl:f(x):l: 1—? —42<x<0
(1-x) e +1 0<x<In(2)
I-¢* x21n(2)
19. Se una funzione ¢ invertibile, possiamo dire che essa pud essere sempre composta con la propria in-
versa? E in caso di risposta affermativa, che tipo di funzione ¢ la composta?
[Si, la funzione f(x) = x|
20. Esistono funzioni per le quali si ha f[g(x)] = f(x), g[f(x)] = g(x)? Fornire un esempio.

[Si, quella dell’esercizio 16]

Lavoriamo insieme
Data la funzione f(x) =  + 1, per essa si ha dom(f) = R, cod(f) = [1; +e0), quindi possiamo effettuare la
composizione per se stessa. Vogliamo calcolare f(f(f(1))), che possiamo scrivere piu semplicemente come

£3(1). Abbiamo £3(1) = f(f(1> + 1)) = f(f(2)) = f2* + 1) = fi5) = 5" + 1 = 26.

Calcolare quanto richiesto
Livello 1
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x+1

21. f)=x+1,f(-2)=? 0] fo)=2x-1, D=2 [1] f(x)zﬁ,ﬁ(O):? [-1]
22, f)=(x+ DA fH=1) =2 [25] F(x) =V +1, 7 (=2)="? V6|
23. f)=x"-xf B =7  [-55/256] fx)=x+Wl A=) =2 [0] fx) =sinx), f(m)="2 [0]
Livello 2

24. fo=x@=2 [x] f=x+hlf"-=2 [0]  fix)=sinx).f'@=?  [0]

Qui riportiamo alcuni quesiti particolarmente impegnativi.

1.

10.
1.

12.

13.

14.

Possiamo dire che [ x F =[x*1? In caso di risposta negativa fornire un esempio.

2 2 ]

[T = =1 (2) -2
_ .

k-n+1 n<x£n+;

1 2

. ) k-n+2 n+—<x<n+-—
Determinare la legge della funzione [k-xl| keN. k k
k-(n+1) n+%<x<n+l
~ .

k-n n<x<n+—

k

1 2

. . k-n+1 n+—<x<n+-—
Determinare la legge della funzione lk-x), keN. k k
k-n+k—1 n+%£x<n+l

Dato f(x) =logG+—xj, dimostrare che f(a)+ f(b)= f( atb j

—-X 1+ab
Dimostrare che ogni funzione f: [- a; a] & R, con a > 0, puo scriversi come somma di una funzione

pari e una funzione dispari.
Determinare tutte le radici reali della funzione f, che verifica la proprieta: fx') = x* — 3x — 4.
-1/9
[x=4"vx=-1]

Sia una funzione f che verifica f(1/x) — 3 - fix) = x, x # 0. Determinare f(2). [-13/16]
Con il simbolo {x} denotiamo la parte frazionaria di x. Per esempio {3,4} = 0,4 e {4} = 0. Se fix) =
{3/2x}. Quante soluzioni ha I’equazione f{(f(f(f(x)))) =0, per 0 <x < 1? [8]
Sef(x)=ax+be f (x) =bx+a, con a e b numeri reali, quanto vale a + b? [-2]
Sapendo che fix)=x- (x+ 1) - (x +2) - (x + 3) calcolare f(0) + i—1) + f(—2) + f(-3). [10/9]
Qual ¢ il massimo numero di punti d’intersezione dei grafici di due diverse funzioni polinomiali di
quarto grado y = p(x) e y = g(x), ciascuna di coefficiente direttore 1? [3]
2
Tenuto conto che f (2x) =——, Vx>0, determinare 2 - f(x). { 8 }
2+x 44 x
) . , o J2
Data f(x)=ax’—~/2, ae Z, risolvere I'equazione in a: f(f(x/z))z 2. -
Se fix) = ax’ + bx’ + cx— 5, e fi-7) = 7, calcolare f(7). [-17]
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Sefix)=ax* +bx* +x+5efi-3)=2, alloraf(3)¢ A)-5B)-2C) 1 D)3 E) 8 [E]
. < g n+3 se n é dispari . ] ]
Una funzione f: N — N & definita dalla legge: f (n)= . Supponiamo k dispari e
n/2 seneé pari
f(f(f(k))) = 27. Quanto vale la somma delle cifre di k? A)3 B)6 C)9 D) 12 E) 15 [B]
Tenuto conto che f (Lj = l ,Vxe R\{0, 1}, determinare f[secz(e)], 0<06<m/?2. [sinz(e)]
xX— X

Sapendo che f(x) + 2-f(1/x) = 3x, risolvere f(x) = f(—x). Suggerimento: sostituire nella prima uguaglian-

za 1/x a x, quindi eliminare f{1/x). [x =42 }

Sia f una funzione tale che f{x/3) = x* + x + 1. Determinare la somma di tutti gli z per i quali: f(3z) = 7.
[-1/9]

p(x) ¢ un generico polinomio, determinare tutti i polinomi che verificano: p(xz) = [p()c)]2 = plp(x)].
Suggerimento: due polinomi sono identici se hanno lo stesso grado e gli stessi coefficienti dei termini

di uguale grado. [p(x) = x7]
Se f(x)=%a—-x" e x=0, determinare f{(f(x)). [x]

Temi assegnati agli esami di stato

I seguenti sono adattamenti dei temi assegnati in alcuni esami di stato degli anni scorsi, abbiamo va-
riato solo la richiesta del problema, ma non i dati né lo spirito dei problemi

I temi completi dei Licei Scientifici per gli ultimi anni sono scaricabili, con soluzione, dal sito

http://matdidattica.altervista.org/esamidistato.htm

(Liceo scientifico 2001/2002) In un piano, riferito a un sistema di assi cartesiani (Oxy), ¢ assegnato il

luogo geometrico dei punti che soddisfano alla seguente equazione: y = \/ X =1+ \/ 1—x* . Tale luogo

¢ costituito da: A) un punto; B) due punti; C) infiniti punti; D) nessun punto. Una sola alternativa ¢
corretta: individuarla e fornire un esauriente spiegazione della risposta. [B), i punti (-1, 0) e (1, 0)]

(Liceo scientifico 2002/2003) II dominio della funzione f(x)=In [\/x+1 —(x— 1)] ¢ l'insieme degli x

reali tali che: A) -1 <x<3; B)-1<x<3; C)0<x<3; D)0<x<3. Una sola risposta ¢ corretta:
individuarla e fornire una esauriente spiegazione della scelta effettuata. [B]
(Liceo scientifico PNI 2007/2008) Qual ¢ I’equazione della curva simmetrica rispetto all’origine di
y = — ¢**? Quale quella della curva simmetrica rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante?
[y=e"y="In(~x)]
(Liceo scientifico 2008/2009) Sono dati gli insiemi A = {1, 2, 3,4} e B = {a, b, c}. Tra le funzioni (o
applicazioni) di A in B, ce ne sono di suriettive? Di iniettive? Di biiettive?
[Suriettive si, biiettive no, iniettive dipende se si vuole che il dominio sia tutto A no, diversamente si]
(Liceo scientifico 2010/2011) 1l profitto di una azienda, in milioni di euro, ¢ stato rappresentato nella
tabella sottostante designando con x; I’anno di osservazione e con y; il corrispondente profitto
Anno | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
e 0 1 2 3 4 5 6
Vi 1,97 3,02 | 3,490 | 3,71 | 3,80 | 3,76 | 3,65
Si cerca una funzione che spieghi il fenomeno dell’andamento del profitto giudicando accettabile una

funzione g definita su R se per ciascun x; oggetto dell’osservazione si ha lg(x;) — yi < 107, Si verifi-

chi, con I’aiuto di una calcolatrice, che ¢ accettabile la funzione f(x) = (ax + b) - ¢~ 4+ 3 e i dica, giu-

stificando la risposta, se ¢ vero che, in tal caso, I’evoluzione del fenomeno non potra portare a profitti
inferiori ai 3 milioni di euro. [Si]

(Liceo scientifico 2012/2013) Si calcoli il dominio della funzione f (x) = \/ 1-42—-~3-x. [[-1;2]]
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Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

Ciascun simbolo si riferisce a una gara matematica.

AHSME = Annual High School Mathematics Examination CMC = Canadian Mathematics Challenge
HSMC = A&M University High School Mathematics Contest NC = North Carolina Mathematical Contest
SC = South Carolina Mathematical Contest

Lavoriamo insieme
Consideriamo un quesito assegnato agli HSMC del 2002 La funzione g verifica le seguenti proprieta:
i) g(0) = 2; i)g(1) = 3; iii) g(x + y) + g(x —y) = g(x) - g(¥) x, y €Z.

Trovare g(5)
La proprieta iii) si puo anche scrivere g(x + y) = g(x) - g(y) — g(x — y). Questa relazione ¢ di tipo ricorsivo,
permette cioe di trovare un valore della funzione mediante suoi valori gia calcolati.
Cosig(2)=g(l+1)=g(1) -g(1)—g(1-1) = g(2)=3-3-2="7. Analogamente:

83) =82+ 1)=g2)-g(1)-g2-1)=¢gB)=7-3-3=18.

g =gB+1)=g03) g(1)-gB-1)=g#)=18-3-7=47.
Einfine g(5)=g(4+1)=g4)-g(1)—gd-1) = g(5) =47 -3-18 =123.

1.  (AHSME 1995) Sia f una funzione lineare con le proprieta seguenti: f(1) < f(2), f(3) < f(4), e f(5) = 5.
Quale delle seguenti ¢ vera? A) f(0)<0B)f(0)=0C)f(1)<f(0)<fi-1)D)f(0)=5E)f(0)>5 [D]

2. (AHSME 1997) Consideriamo le funzioni f che verificano fix + 4) + fix — 4) = f(x) per tutti i numeri
reali x. Tali funzioni sono periodiche e hanno un minimo periodo comune p. Quanto vale p?

A)8 B)12 C)16 D)24 E)32 [D]
3. (AHSME 1998) Sia f(x) una funzione che verifica le seguenti proprieta:
a) comunque siano i numeri reali x e y, fix + y) = x + f(y); b) (0) = 2. Calcola f(1998). [2000]

4.  (HSMC 1999) Determinare il dominio della funzione f

~ 2
= Fale]=se

[(=o0; =8) U [-7; 7) U [8; +0)]

5. (HSMC 1999) Data la funzione f (x) = 2C : x3 , determinare i valori di ¢ per cui: f{(f(x)) = x, x # =3/2.
X+
[c=-3]
6. (HSMC 2000) Sia funa funzione tale che f(3) = 1 e f(3x) = x + f(3x — 3), per ogni x. Calcolare f(300).
[5050]
7. (HSMC 2004) Sia f una funzione polinomiale tale che si abbia: f(x* + 1) = x* + 5x + 3 per ogni x rea-
le. Calcolare f(x* — 1). [x* + X% = 3]

Lavoriamo insieme

Consideriamo un quesito assegnato agli HSMC del 2002

Un numero r si chiama punto fisso per una funzione f se f(r) = r. Sapendo che f(x) = ax* + bx + ¢ ha un solo
punto fisso, determinare b in termine di a.

f(r) = r implica P+ar+b=r=r+ (a+1)-r+b=0 dato che vi € una sola soluzione deve essere nullo il
discriminante dell’equazione: (a — 1) =4 -1-b=0=b="Y - (a - 1)

8. (HSMC 2005) Sia f (¢) =%, calcolare f'(¢ ' = 1). [2/(1 - 20)]
t —_

9.  (HSMC 2002) Siano le funzioni f'e g tali che si abbia f(x) = 2x — 6 e f(g(x)) = g(f(x)) = x per ogni x, de-

terminare 1’ascissa dell’intersezione delle curve y = f(x) e y = g(x). [6]

10. (HSMC 2006) Scrivere la funzione fix) = 1 — x* — x* — 2x° come somma di una funzione pari e una di-

spari. [f(x) = (1 —x*) + (= x* = 2x)]

f(x)

11.  (HSMC 2007) Sia f una funzione che verifica I'uguaglianza f (x-y)==——, per tutti i numeri reali
y

positivi x e y. Se f(300) = 2, qual ¢ il valore di f{800)? [34]
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Questions in English

Working together

Consider the following question assigned at HSMC in 2003. Suppose f'satisfies 3 - f(1/x) — fix) = x. Find f(3)
Substituting x = 3 and then x = 1/3 into the expression: 3 - f(1/3) — f(3) =3 A3 - f(3) —f(1/3) = 1/3.
Then —f(3)+3-f(1/3)=3=9-f(3) -3 - f(1/3) = 1 and we conclude that 8 - f(3) =4, or (3) = 2.

12.  (AHSME 2001) Let f be a function satisfying f(xy) = f(x)/y for all positive real numbers x and y. If

f(500) = 3, what is the value of f{600)? [5/2]
13. (HSMC 2001) Let F (x) = 1-|—_x Form a new function G(x) by replacing x in F(x) with the expression
—Xx
3x+x° . 3
T3 Express G(x) in terms of F(x). [G(x) = [F(0)]]
14.  (NC 2001) Which of the following functions is neither odd nor even?
A) X = 2x B) = x Il (6} ¥ —x+3x D) o2+ x 1 E) 3¢ —x+6 [D]
15, (CMC 2001) Calculate the value of the sum | VI |+| V2 |+| V3 |+..+[ /50 |. [217]
16. (HSMC 2001) If fix) = 3x + 4, find a function g(x) such that f{g(x)) = 4x — 1. [1/3 - (4x - 5)]
17.  (HSMC 2002) Given functions fix) =2x—6 and g=f ’1, solve f(x) = g(x). [x=16]
Working together

2x—1
This question was assigned at HSMC in 2006. Let f; be the function defined by f, (x)= al 1
X+

3...define f,+1 = fi(f.(x)). It can be shown that f35 = f5. Find f29(x).
/1 1s an invertible function. f35 = fs implies that f35 = i, the identity function. Since f30 = fi(f29) = i, then f9 is
the inverse of fi. One computes this inverse and obtains

.Forn=1,2,

g 2x—1 +1 +1
fzg(x)zfll(x):y:—x :>y~(x+1)=2x—1:>x-(y—2)=—1—y:>x:—y :>f29(x):x
x+1 2—y 2

—X

18. (HSMC 2004) Consider the function f(x) such that f(mn) = f(m + n) for all real numbers m and n. If f(2)
=4, find f(64). [4]
19. (NC 2004) A dress that is size x in France is size s(x) in the United States, where s(x) = x — 32. A
dress that is size x in the United States is size y(x) in Italy, where y(x) = 2(x + 12) . Which function

h(x) will convert French dress sizes to Italian dress sizes? [2x —40]

20. (SC 2008) Suppose that f{x) = x* and fix) = x**. Which of the functions below is equal to f(g(x))?
A B xT Ox D)X B 1 [E]
21.  (HSMC 2008) Let f(x) be a function such that f{x) + 3f(—x) = cos(x) for every real number x. What is
the value of f(1)? [-4]
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10.

11.

12.

13.
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0g(x-2)

1—x

(Accademia militare) Stabilire il dominio di definizione della funzione

A) Nessun x B)-2<x<1 C)x>2 D) Qualunque x

In(x+1)

(Accademia militare) I1 dominio della funzione f (x)= ¢ uguale a:

A) (=15+)  B)(=1;2) U (2;+40)  C) (0;400) D) (15 +e0)
(Odontoiatria 1998) Data la funzione y = a + bx, se x si raddoppia, di quanto aumenta y?
A) b; B) 2b; C) 2a; D) bx; D) x.
V7 +1
[+

(Odontoiatria 2000) La curva di equazione y =— ha il grafico contenuto nel:

A) I e III quadrante B) I e Il quadrante C) Il e III quadrante
D) Il e IV quadrante E) I e IV quadrante

2. f(x)+2
2

(Odontoiatria 2001) Data una funzione f(x) tale che f (x+1) el e f(l) = 2, quanto vale

f(2)? A)3 B) O C) s D)2 E)1
V1-e"

Inx

?

(Odontoiatria 2002) Quale fra gli insiemi seguenti rappresenta il dominio della funzione y =

A) insieme dei numeri reali B) insieme dei numeri razionali C) (0; 1) U (1; +o0) D) (-0; 0) E) &
(Medicina 2002) Data una funzione y = f (x) & sempre vero che
A) la funzione reciproca ha lo stesso dominio della funzione f(x) B) la funzione inversa ha lo stesso

1
f(x)

dominio della funzione f(x) C) la funzione inversa ¢ data da y = D) la funzione inversa ¢ data da

y=—f(x) E) la funzione reciproca ¢ data da y = f(l )
X

(Veterinaria 2002) L'espressione matematica b = f(a) ¢ la traduzione in simboli della frase:

A) il valore di a ¢ in funzione di quello di » B) il valore di b ¢ uguale a quello di a C) il valore di b ¢

ottenuto moltiplicando f per @ D) il valore di a ¢ ottenuto moltiplicando b per l'inverso di f E) il valo-

re di b ¢ in funzione di quello di a

(Veterinaria 2003) La funzione y=a " con a > 0:

A) ¢ sempre positiva B) puo essere sia positiva che negativa C) ¢ sempre negativa
D) interseca I'asse delle ascisse  E) non interseca 1'asse delle ordinate
(Veterinaria 2004) La funzione inversa di f (x)= 5 3 e
Ax=—2 Bz =22 py =2 g3

2y-3 2-y y -y y=2
(Odontoiatria 2004) Quale fra le seguenti funzioni ha il grafico simmetrico rispetto all’origine degli
assi? A) y=x"- 3—3i B)y=§x7—x5-\/§+é C) y=x"-7x"+1

X

D) y=* +f+4 E) y=x* +[x+4]
(Medicina 2004) Data la funzione f (x)=[|+3x~1, f(2x) vale:
A) 2]+6x-2  B) 2 ]ff+3x-1 ©) 2]f+6x-1 D) [2a|+3x-1 E) 2-\2x+6x~1
(Odontoiatria 2005) Essendo x e y due variabili reali, la funzione y = ([x|~1

A) ¢ definita solo per x>1 B) non & definita—1 <x <1 C) ¢ definita solo per x < 1
D) ¢ sempre definita e positiva E) ¢ positiva in ogni punto del suo dominio
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
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(Veterinaria 2005) Una fabbrica di bulloni sostiene una spesa fissa mensile media di € 120 000, 00 (il
mese commerciale ¢ inteso di 30 giorni) e un costo di produzione di € 3,15 per ogni bullone prodotto.
Indicata con y la spesa giornaliera complessiva e con x il numero di bulloni prodotti in un giorno, indi-
viduare la relazione tra le variabili x e y

A) y =120000,00 + 3,15x B) y =4000,00 + 3,15/x C) y =3,15x - 120000,00
D) y =4000,00 + 3,15x E) y = 3,15/x — 4000,00

(Odontoiatria 2005) Quale delle seguenti equazioni rappresenta una funzione lineare y = f(x), tale che
fi=2)=3,f(3)=-2? A)y=—-x+1 B)y=x+5 C)y=x-5 D)y=-2x-1 E)y=-2x+4
(Medicina 2005) Quale delle seguenti equazioni rappresenta una funzione y = f(x) tale che f(2) = -1 e

fi=1)=5?
A)y=—2"+2x—1B)y=-2x"+x+8 C)y=2x"—x-7 D)y=x*-3x+1 B) y=3x"—2x
(Odontoiatria 2006) La funzione y:LZ ¢ definita per
log (x—1)

A)x>1Arx#2 B)l<x <2 Ox21Aax#2 D)x<1 E)x>1

(Odontoiatria 2007) Essendo x e y due variabili reali, la funzione: y = In(x — 1)

A) non ¢ definita per—-1 <x <1 B) ¢ definita solo per x =1 C) ¢ definita solo per x < 1
D) ¢ sempre definita e positiva E) ¢ positiva in ogni punto del suo dominio

(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) In figura ¢ rappresentato il grafico di una funzione f.
‘.“:i\.“. .i. %

...\\.\ -: )

b)—
+- Quanto vale il rapporto w ?7 A)-1/3 B)1 C)1/3 D)-2/3
-a

(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) Sia f'la funzione definita da f(x) = x> + 8. Per quale x si
ha che f (x) ¢ il doppio del valore della funzione in x = 0? A)l6 B)0O C)2 D)2
(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) Due grandezze F ed R sono legate dalla relazione

F=2/R% Se F triplica, allora R diventa A) 2/3 del valore iniziale B) 1/ \/3 del valore iniziale
C) 1/3 del valore iniziale D) 1/9 del valore iniziale
(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza 2008) Una ditta di elettrodomestici ha venduto in un anno
2000 forni a microonde di un certo modello, al prezzo di 100 euro 1’uno. E stato stimato che, se
nell’anno successivo il prezzo di vendita di quel modello aumentera di x euro, allora il numero di forni
venduti in un anno diminuira di 30x. Quale delle seguenti funzioni I(x) descrive I’incasso annuo della
ditta al variare dell’aumento x?

A) I(x) = 100 - (2000 — 30x) B) I(x) = (2000 + 30x) - (100 + x)

C) I(x) = (100 + x) - (2000 — 30x) D) I(x) = (2000 — 30x) - 100x
(Architettura 2009) Nella figura sono rappresentati i grafici delle funzioni y = f(x), y = g(x). Quale del-
le seguenti relazioni ¢ compatibile con le informazioni deducibili dai grafici cosi come disegnati.

y=g(x)

y=f(x)

A) g(x) =)l B) gx) =-lfl)l  C) g(x) = Akl D) gx) =—flxl)  E) g(x) =fl—xI)
(Facolta scientifiche, Roma La Sapienza) Indica quale delle seguenti funzioni ha la proprieta “per o-
gni coppia di numeri (x;, x») del dominio, se x; > x; = f(x)) > f(xz)”.

A)f) =kl B) flx) =cos(x) C)flx)= loglx) D)fx)=1/x

(Ingegneria 2009) Se f(x) = x* —x°, allora fix —2) vale
AxX-x+2 B)YB-x)(x-2° Ox-x' -2 D)x’-2-x’+2 E) Nessuna delle altre
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26. (Test Bocconi) Quale fra le seguenti funzioni ha il grafico seguente?
A) f(x) =Ix+2+2 B) f(x) =Ix-2l+2 C) f(x) =Ix+2I-2 D) f(x) = Ix-21-2 E) f(x) = x-2I
27.  (Facolta scientifiche CISIA 2010) In figura sono rappresentati, usando la stessa scala, 1 grafici di due
funzioni f(x) e g(x), che sono legatle dauna dellle seguenti relellzioni. Quale?

Y y=1(x) | v =g(x)j
II II |

||III
/ [\

A) g =—x) B)g)=[f]* © g(x)=4f(x) D)gw)=1fx) E)gl)=1/fx)

Per svolgere un Test finale di 10 quesiti, collegati al sito
http://mathinterattiva.altervista.org/volume_3_1.htm

Risposte Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari

1234|567
A|B|D | D|AJE]|E
8§ 1 910111213 |14
E|A|B|A|C|B|D
1516 |17 |18 /1920 | 21
A|ID/IAJ/A|C|C|B
22 123124 125[26 |27
C|B|C|B|D|B
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9. Funzioni reali di una variabile reale

9.2 Continuita delle funzioni

Prerequisiti

e Sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Rappresentazione grafica di semplici funzioni
Concetto di dominio e codominio di una funzione
Concetto di infinito

Gli insiemi numerici fondamentali e le loro proprieta

Obiettivi

¢ Comprendere il concetto di limite

Comprendere il concetto di funzione continua

Sapere determinare se un insieme numerico ¢ limitato o illimitato

Sapere applicare il principio di sostituzione degli infiniti nel calcolo dei limiti
Sapere determinare se una funzione ¢ continua

Sapere distinguere i diversi tipi di discontinuita

Contenuti

Topologia della retta

I limiti delle funzioni reali di una variabile reale
Continuita di una funzione

Operazioni aritmetiche con i limiti e forme indeterminate
Teoremi sulle funzioni continue

I limiti notevoli

Parole chiave
Convergenza — Discontinuita — Divergenza — Oscillazione — Punto di accumulazione
Punto di frontiera — Punto isolato



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 3 — Capitolo 9 - Unita 2

Richiamiamo le conoscenze...

Teorema A (del resto o di Ruffini)

p(x)

Il resto della divisione

, con p(x) polinomio nell'unica variabile x, ¢ p(a).

Corollario A
Condizione necessaria e sufficiente affinché il polinomio in una sola variabile p(x) sia divisibile per il bino-
mio (x — a) ¢ che si abbia p(a) = 0.

Per dividere un polinomio per un binomio di primo grado si utilizza la cosiddetta regola di Ruffini.
Vogliamo effettuare la divisione (5t3 — 4P + - 1) : (t — 2). La regola di Ruffini consiste nel costruire lo

5 -4 1/ -1
10 12| 26 in cui nella prima riga ci sono i coefficienti del polinomio dividendo, fuo-

5 6 1325

ri dallo schema c’¢ il numero che annulla il polinomio divisore (2), nella seconda riga ci sono i prodotti del
precedente numero per i numeri dell’ultima riga; in questa, il primo numero (5) ¢ uguale al primo coefficien-
te del dividendo, gli altri sono ottenuti dalla somma fra gli elementi della prima e quelli della seconda riga.
L’ultimo numero dell’ultima riga ¢ il resto della divisione (25), gli altri sono 1 coefficienti del polinomio
quoziente che ¢ di un grado in meno del dividendo, cioe 56 + 6t + 13.

schema seguente 2

Topologia della retta

Il problema
La funzione f(x) = 1/x non ¢ definita per x = 0, ma ¢ definita per qualsiasi altro valore, non importa quanto
“vicino” a zero. Cosa succede nelle “vicinanze” dello zero?

Poiché il nostro principale obiettivo ¢ la rappresentazione grafica delle funzioni, dopo avere stabilito dove
esse esistono, con la determinazione dell’l.d.e., dobbiamo cominciare a imparare come possiamo tracciarle.
Un’interessante problema ¢ percio quello di stabilire cosa succede quando una funzione non esiste, soprat-
tutto quando una funzione, come quella del problema, non ¢ definita in un singolo punto. Nell’insieme dei
numeri reali possiamo effettuare 1’indagine richiesta, poiché possiamo avvicinarci ad un dato valore in modo
appunto “continuo”, senza salti. Il problema pero ¢ che in generale ’'insieme di definizione di una funzione
non ¢ sempre tutto I’insieme R , ma un suo sottoinsieme che, come abbiamo visto nell’unita precedente, non
sempre ¢ un insieme continuo. In effetti perd non ¢ necessario che un insieme sia continuo per studiare il
comportamento nelle “vicinanze” di un suo punto. Ricordiamo che stiamo considerando insiemi numerici,
quindi parleremo di numeri di un insieme, piuttosto che di elementi.

Esempio 1

L’insieme A = (—o0; 2) U (5; +o0) non & continuo, dato che, per esempio I’intervallo (1; 6) relativamente alla
sua parte [2; 5], non contiene elementi di A. Eppure possiamo avvicinarci ugualmente al numero 2 o al nu-
mero 5, anche se non appartengono ad A, perché ogni intervallo fatto di numeri minori di 2, contiene solo
elementi di A. Lo stesso accade per ogni intervallo fatto di numeri maggiori di 5. Ci0 invece non ¢ possibile
per ’insieme formato da tutti i numeri minori o uguali a 2 unito al solo numero 3. Nel caso del numero 3,
non possiamo avvicinarci a 3 passando solo per numeri appartenenti ad A.

In vista del precedente esempio poniamo le seguenti definizioni.

Definizione 1

Ogni intervallo che contiene un generico numero a si chiama intorno di a. In particolare se I’intervallo, non
importa se aperto o chiuso, ha estremi a — r e a + r, parliamo di intorno circolare di raggio r.
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Esempio 2
L’intervallo (1; 4) ¢ un intorno di qualsiasi numero maggiore di 1 e minore di 4. Per esempio ¢ un intorno di
2 e anche di 3,75. Non ¢ un intorno di 1 né di 4, di 0,25 o0 5,31.

x (o4 L 4 < x

1 2 3 4

=[1-2,5

In particolare ¢ un intorno circolare di 2,5 di raggio 1,5. Infatti |4— 2,5 =15.

=) L

1 2 3 i

Notazione 1
Un intorno circolare di x di raggio r si indica con il simbolo 7(x) = (x — r; x + 1).

Definizione 2

Un numero in ogni intorno del quale vi sono numeri di un insieme A, si dice punto di accumulazione di A.

Come si vede, non ¢ necessario che un punto appartenga a un insieme per essere di accumulazione per lo
stesso insieme.

Esempio 3
Dato I’insieme A dei numeri minori di 3. Tutti i suoi elementi sono ovviamente di accumulazione per A, ma
anche 3, che non appartiene ad A, ¢ di accumulazione per A, perché comunque consideriamo un intorno che

.4

contiene 3, esso contiene numeri minori di 3. 3

Definizione 3

Un numero a € A, che ha almeno un intorno che, a parte a, ¢ tutto formato da numeri non appartenenti
all’insieme A, si chiama punto isolato di A.

Esempio 4

Dato I'insieme A = (1; 2) U {5}, il numero 5 ¢ isolato per A, dato che, per esempio, I’intorno (4; 7) contiene
_— L]
1 2 5

solo il numero 5.

Quindi il procedimento di “avvicinamento continuo” puo effettuarsi solo per i punti di accumulazione. Ve-
dremo meglio nel successivo paragrafo. Chiudiamo invece questo paragrafo con un paio di altri concetti.

Definizione 4

Diciamo che un insieme numerico ¢

¢ limitato superiormente, se esiste almeno un numero reale maggiore di tutti i numeri dell’insieme
¢ limitato inferiormente, se esiste almeno un numero reale minore di tutti gli elementi dell’insieme.
Un insieme limitato inferiormente e superiormente si chiama insieme limitato.

Ovviamente tutti gli insiemi numerici finiti sono limitati.

Esempio 5
. n+1 . . .. N . R
L’insieme A= {—,ne N } ¢ formato dalle frazioni in cui il numeratore ¢ pitt grande di una unita del de-
n

nominatore. Essendo tutte frazioni positive, I’insieme ¢ limitato inferiormente dallo zero. Ma ¢ anche limita-

to superiormente, poiché ogni frazione di A si puo scrivere 1 + 1/n,e 1/n<1+1=2,V ne N. A ¢ limitato.
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Definizione 5

¢ Dato A limitato superiormente, ogni numero N: N = a, Va€ A, si chiama maggiorante di A.
¢ Dato A limitato inferiormente, ogni numero N: N < a, Va€ A, si chiama minorante di A.

Esempio 6

Tutti 1 numeri negativi e lo zero sono minoranti di A= {—,ne N } . Tutti 1 numeri maggiori o uguali di 2
n

sono suoi maggioranti.
Fra 1 maggioranti e i minoranti di un insieme ve ne sono due che hanno un ruolo importante.

Teorema 1

¢ [’insieme dei maggioranti di un insieme limitato superiormente ha un numero minore di tutti gli altri.
¢ [’insieme dei minoranti di un insieme limitato inferiormente ha un numero maggiore di tutti gli altri.
Dimostrazione Per esercizio

In vista del precedente risultato possiamo porre una nuova definizione.

Definizione 6

¢ [l minimo dei maggioranti di un insieme A limitato superiormente, si chiama estremo superiore di A. Se
tale numero appartiene ad A si dice massimo di A.

¢ [l simbolo +co si dice estremo superiore di ogni insieme non limitato superiormente.

e ]l massimo dei minoranti di un insieme A limitato inferiormente, si chiama estremo inferiore di A. Se ta-
le numero appartiene ad A si dice minimo di A.

¢ [l simbolo —eo, si dice estremo inferiore di ogni insieme non limitato inferiormente.

Notazione 2

e [’estremo superiore di un insieme X si indica con sup. Il massimo con max .
X X

e [ estremo inferiore di un insieme X si indica con inf . Il minimo con min .
X X

Se I’insieme X si capisce dal contesto, possiamo eliminarlo dalla notazione scrivendo sup, max, inf, min.

Esempio 7

L’insieme X = {x*: xeR} 2 illimitato superiormente, quindi sup =+oo. E perd limitato inferiormente, dato
X

che tutti 1 suoi elementi sono non negativi. Non ¢ difficile capire che il suo estremo inferiore ¢ 0, poiché tutti
1 suoi minoranti sono numeri negativi o 0, che ¢ quindi il massimo di questi minoranti. E poiché O ¢ un ele-
mento di X ¢ anche il minimo.

Come si fa a determinare 1’estremo superiore o 1’estremo inferiore di un insieme limitato? Non ¢ difficile
comprendere che valgono le seguenti proprieta.

Teorema 2

L’estremo superiore di un insieme X limitato superiormente verifica le seguenti proprieta

a) x < sup, Vxe X; b) comunque si considera un numero positivo €, sup — € non ¢ un maggiorante di X.
Dimostrazione

La proprieta a) viene fuori dalla stessa definizione, dato che sup & un maggiorante di X. La proprieta b) di-
pende dal fatto che sup ¢ il minimo dei maggioranti, pertanto se gli togliamo una qualsiasi quantita, non im-
porta quanto piccola, il numero ottenuto ¢ pill piccolo di sup e percio il numero differenza delle due quantita
non ¢ piu un maggiorante di X.

Vale anche un analogo risultato per I’estremo inferiore.
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Teorema 3

L’estremo inferiore di un insieme X limitato inferiormente verifica le seguenti proprieta

a) x 2 inf, Vxe X; b) comunque si considera un numero positivo €, inf + € non ¢ un minorante di X.
Dimostrazione

Per esercizio, sulla falsariga del teorema sul sup.

Esempio 8

Dato X = {”—”,ne N}, il suo inf & 1, perché 1<
n

n+l 1 N .
=14+—,Vne N e 1 + € non ¢ pit un minorante. In-
n n

fatti se consideriamo per esempio € = 0,00001, che ¢ un numero certamente molto piccolo avremo che
nell’insieme X ci saranno infiniti numeri piu piccoli di 1 + € = 1,00001. Sono tutti quelli per cui si ha:

1+l <1,00001 = l <0,00001=10" = n>10". Quindi tutte le volte che consideriamo elementi di X otte-
n n

nuti assegnando al parametro 7, valori interi maggiori di 10° otteniamo numeri pit piccolidi 1 + €.
Stabilire che il sup € 2 ¢ molto piu facile perché 2€ X, si ottiene assegnando 1 a n e ovviamente tutti gli al-
tri elementi di X sono piu piccoli di 2. Quindi 2 ¢ anche massimo di X.

Valgono anche dei risultati nei casi in cui inf € sup non sono numeri reali.

Teorema 4

e Se un insieme X non ¢ limitato superiormente, allora comunque consideriamo un numero positivo k, esi-
stono infiniti elementi di X maggiori di k.

¢ Se un insieme X non ¢ limitato inferiormente, allora comunque consideriamo un numero positivo k, esi-
stono infiniti elementi di X minori di —k.

Verifiche

Livello 1

Stabilire quali dei seguenti insiemi sono intorni dei punti accanto indicati

1. (1;2) di 0,5 [Si] (1;2)di 2 [Si] (1;2)di 0 [No] 1; 2) di J2
[Si]

2. (-1;14)d V2 [No] [0;\/5} di [Si] (3;3,14)di® [No] (0;1)di1/3 [Si]

1
V2
3. (0; 1)di% [Si] (2;3)di v2++/3 [No] (J1+\/§;\/1+«/§)d11 [No] (1; 1,5) di \1++/1++/2 [No]

Scrivere gli intorni dei punti di raggio r indicati
4. L(®2) [(153)] L1 [(=3: D] 1,(0) (2 Y2)]  Lia(2/5) [(1/15; 11/15)]
5. Ix(m) [(0; 2m)]  Los(1/3) [(=1/15; 11/15)]  Li3(=2/5) [(-=11/15; =1/5)] Lu(2/3) [(5/12; 11/12)]

6. I15()  [(1=V21+2)|  n(V2)  [(V2-i1ev2)| 1,(V3) [(V3-V2i2 B

2

Determinare centro e raggio dei seguenti intorni
7. (2)5) [173(3)] (=5;-2) [L72(3)] (1;4) [Is2(3)] (=3;-D) [L2(2)]
8. (/3) [1714(5/2)] (-2, 3) [Is4(7/2)] (%45 3/2)  [175(5/4)] (=3/2; —Y4)  [Las(5/4)]

o (08)  [1m(B)]  (3) {Iz_f(\/i)} (~3:5) [zﬁf(mﬁ)}
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Lavoriamo insieme

Determinare gli estremi dell’insieme X = {n +§ :ne N,n 2 3}. Possiamo scrivere
n —
n+2 n-2+4 n-2 4 4
= = S 1+

n—2 n-2 n-2 n-2 n-2
Il che vuol dire che tutti gli elementi di X sono maggiori di 1. Inoltre all’aumentare di » aumenta il denomi-
natore, quindi diminuisce la frazione. Percio per il primo valore che si assegna a n, cio¢ 3, otteniamo il mas-
4.3+2 14 7 _ _. , e . . .
13— = i = 5 1 ¢ invece I’estremo inferiore, che non ¢ minimo perché non appartie-
ne a X. Infatti, per quanto detto ogni elemento di X ¢ maggiore di 1, mentre se consideriamo 1 + €, con €>0,
ci sono elementi di X minori di 1 + €. Infatti:

n+2 4 4 n-2 1 4
<l+e=1+ <l+e= <ES——>—=>n>2+—

n—2 n—2 n—2 4 £ £
Cosi per esempio se £€=10", tutti gli elementi di X che si ottengono assegnando a n valori maggiori di
2+ 13 = 2+400000 = 400002 sono pitl piccoli di 1+10~ =1,00001 . Calcoliamone qualcuno.

5

simo dell’insieme:

400003+2 400005
400003-2 400001

=1,000009 < 1,00001

Determinare estremo superiore ed estremo inferiore degli insiemi seguenti

Livello 2
10. {2n+3;ne N} [inf = 0; max = 1] {n_l;ne N} [min =0; sup = 1]
S5n n
1 . 1-n’ .
11. n+—;ne N [min = 2; sup = +o0] ;ne N [inf = —oo; max = 0]
n n
2 2
2. 12 Len [min = 1; sup = 3/2] Nt e N [inf = 3/2; max = 2]
2n 2n
Livello 3
. 2n+3 ) . n—1 )
13. D" s ;ne N [min = -1; max = 7/5] =D ;ne N [inf =—1; sup = 1]
n n

2
14. {(_l)n . ?Zl +11 ‘ne N} [inf = —oo; sup = +o0]
n_

z—l;ne Z} [min = —1; max = 5/3]
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I limiti delle funzioni reali di una variabile reale

La Natura rifugge dall’infinito, poiché esso e senza fine o
imperfetto e la Natura va sempre alla ricerca di un termine.
Aristotele, Generazione degli animali

Il problema
Data una funzione non definita in un suo punto di accumulazione P, come si comporta la stessa funzione in
un intorno di P?

Cominciamo a considerare un esempio.

Esempio 9

) ) x+1 . .. . . < ) ) ..
Sia la funzione f (x) =—1 , 11 cui insieme di esistenza ¢ x # 1. x = 1 ¢ di accumulazione per il dominio,

poiché la funzione non ¢ definita solo per x = 1, quindi comunque consideriamo un suo intorno, in esso tro-
viamo infiniti valori del dominio. Possiamo percio avvicinarci a 1 con qualsiasi approssimazione. Comin-
ciamo a osservare che possiamo avvicinarci a 1 sia per valori minori che per valori maggiori di 1.

In vista di quanto stabilito nell’esempio precedente poniamo una nuova definizione.

Definizione 7

e Dato un numero a, I’'intervallo (b; a), in cui b € un numero reale minore di a o il simbolo —eo, si chiama
intorno sinistro di a.

e Dato un numero a, I'intervallo (a; b), in cui b ¢ un numero reale maggiore di a o il simbolo + oo, si
chiama intorno destro di a.

Notazione 3
¢ Un intorno sinistro di a, di raggio r, si indica con I~ (xo) = (xo — r; Xo).
e Un intorno destro di a, di raggio r, si indica con 1,"(xo) = (xo; xo + 7).

Adesso possiamo procedere con il processo di “avvicinamento” al punto di accumulazione.

Esempio 10

. . . . x+1 . . . . . . .
Calcoliamo alcuni valori della funzione f (x) =—1 , per valori presi a caso in un intorno sinistro di 1 di

raggio arbitrario, ma “abbastanza” piccolo.

x [09]095| 0,99 | 0997 | 0,9991 0,9999 0,99999
fx) | -19 | =39 | -199 | ~ 666 | ~ —2221 | = —19999 | ~ —199999
I valori ottenuti ci suggeriscono che all’avvicinarci al valore 1 da sinistra, la funzione tende a diventare sem-
pre piu piccola, senza un apparente limitazione.

Vediamo cosa accade invece avvicinandoci dalla destra di 1.

x | 1,1]1,03|1,004]| 1,001 1,0002 | 1.,00001 | 1,000001
flo) | 21| 67 501 | 2001 | 10001 | 200001 | 2000001
Quindi stavolta la funzione tende a diventare sempre piu grande senza alcuna apparente limitazione.

. . . . . . x+1
Tenendo conto dei risultati dell’esempio precedente cosa possiamo dire sulla funzione f (x) =—1 ? Cer-
x_

tamente che la funzione ¢ illimitata e che quindi il suo inf & —eo, mentre il suo sup ¢ + . In effetti possiamo
dire di piu, cioe possiamo stabilire cosa accade quando ci avviciniamo a tali estremi. Possiamo allora porre
le seguenti definizioni.
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Definizione 8

Data una funzione y = f{x) e un punto di accumulazione x del suo dominio

¢ se l'inf di f(x), per x appartenente a un qualsiasi intorno (completo, sinistro, destro) di xp ¢ —o, diciamo
che la funzione f(x) diverge negativamente per x che tende (a x, a x, dalla sinistra, a xo dalla destra).

¢ se il sup di f(x), per x appartenente a un qualsiasi intorno (completo, sinistro, destro) di xp ¢ +oo, diciamo
che la funzione f(x) diverge positivamente per x che tende (a xy, a xo dalla sinistra, a x, dalla destra).

Notazione 4
e Per dire che f(x) diverge negativamente per x che tende (a xp, a xo dalla sinistra, a xy dalla destra) scrivia-
mo lim f (x)=—oco, lim f (x)=—oo, lim f (x)=—oo e leggiamo limite per x che tende (a xo, a xo da sini-
x—>x0 X—)XO

X—)XO
stra, a xoda destra) di f(x) e meno infinito.
e Per dire che f(x) diverge positivamente per x che tende (a xo, a xo dalla sinistra, a xo dalla destra) scriviamo
lim f (x) =0, lim f (x) =0, lim f (x)=+co e leggiamo limite per x che tende (a xo, a xo da sinistra, a
X=X, XX XX

Xoda destra) di f(x) e piu infinito.

Ovviamente non si deve pensare che se tendiamo da sinistra il limite &€ meno infinito e da destra piu infinito.

Esempio 11
. . . x+1 ) . e
Se avessimo considerato la funzione f (x)=———, avremmo ovviamente ottenuto sempre valori positivi
(x-1)
. .. .. . . . x+1
in qualsiasi intorno, destro o sinistro, di 1, pertanto avremmo scritto lim—— =+,
x>l (x _ 1)
) —Xx
Allo stesso modo avremmo: lim—— = —oo.
x—l (.X' _ 1)

In effetti le verifiche effettuate non ci assicurano che il limite di una certa funzione & pitt 0 meno infinito.

Esempio 12

B 10° x* —=99999x —1
- x—1

to a 1, otterremo, per esempio: f{0,9) = 90001, e f(0,999) = 99901. Quindi anche in questo caso potremmo

. 10°x*=99999x —1
congetturare che lim " =
x—1 X —

ordinate “molto grandi”, non ¢ detto che otterremo qualsiasi valore grande “a piacere”. In effetti non si ot-
terranno mai valori superiori a 100001, come si vedra meglio in seguito.

La funzione f (x) , non ¢ definita per x = 1. Se effettuiamo il processo di avvicinamen-

+oo. In realta cid non ¢ vero, perché anche se abbiamo ottenuto

Dobbiamo quindi trovare un metodo “migliore” per stabilire se il limite di una funzione € o no infinito.

Teorema 5

Una funzione f(x) ammette limite pil infinito per x che tende (a xo, a xo dalla sinistra, a xo dalla destra) di ac-
cumulazione per il dominio di f, se, comunque fissiamo un numero positivo k, si ha f{x) > k, per tutti gli x
appartenenti a un intorno (completo, sinistro, destro) di xo.

Dimostrazione

Consideriamo solo il caso lim f (x) =400, gli altri due casi (con intorno sinistro o destro) si dimostrano allo

.X—)XO

stesso modo. Abbiamo detto che cio0 significa che comunque consideriamo un intorno di xp, il suo sup & + oo.
Ma il teorema 4 dice che comunque consideriamo un numero positivo k, allora vi sono infiniti elementi
dell’intorno maggiori di k. E siccome ci0 accade per ogni k e per ogni raggio dell’intorno, vuol dire che esi-
ste un intorno in cui tutti gli elementi sono maggiori di k.
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Adesso possiamo stabilire veramente se entrambe le funzioni viste negli esempi tendono o no a pit infinito.

Esempio 13

N . x+1 .. . .\ . . .
e E vero che lim —— =+ ? Fissiamo un generico numero positivo k e vediamo per quali x si ha:

=1t x—1

f(x)>k:>x_+i>kz>w>
x—

(1-k)-x+1+k
0=
x—1 x—
Nell’ultimo passaggio abbiamo eliminato il denominatore perché stiamo indagando gli intorni destri di 1,
per i quali quindi x > 1 e percio x — 1 > 0. Possiamo anche pensare che 1 — k < 0, dato che stiamo suppo-
nendo che k sia un numero positivo “abbastanza” grande. Quindi avremo:

I+k k-14+2 k-1 2 2
(k—1)-x—1-k<0=>x< = = + =1+—

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
Abbiamo scritto la soluzione in modo da essere facilmente confrontabile con il numero 1. Dato che x > 1,

>0=(1-k)-x+1+k>0

la funzione ¢ maggiore del k fissato per 1< x< 1+ki, che ¢ un intorno destro di 1 di raggio L

o . . . . x+l1 . . TN . .
Quindi possiamo dire che effettivamente hm—1 =+o0. Anzi possiamo dire di piu. possiamo dire per
x>t x—

= i = (0,002 fan-
1000-1 999
no assumere a f{x) valori maggiori di 1000. Ci0 non ¢ assicurato per altri valori. Per esempio f(1,1) =21 <
1000.

esempio che per k = 1000, tutti gli elementi dell’intorno destro di 1 di raggio

5.2 _
o AdEs et s e g Hmna 99999x -1 _

+oo . Intanto osserviamo che :

x—1" x—1
*x*— — —1)-(10000x +1
10°x* —99999x—1 _ (x—1)-( X )=1000Ox+1
x—1 x—1
Quindi basta considerare la semplice disequazione 10000 x + 1 > k  (*) la cui soluzione ¢ x> 1]8(;010 e

tenuto conto che siamo in un intorno sinistro di 1, avremo f(x) > k per 3 < x<1, che & un intorno di

1 solo se <1=k—-1<10000 = k <9999 . Quindi la (*) non ¢ vera per qualsiasi valore di k. Quin-

5.2 _
di & falso che lim L2 99?9% L.
x—1" X —

In modo analogo possiamo stabilire un modo per determinare se il limite di una funzione ¢ meno infinito.

Teorema 6

Una funzione f(x) ammette limite meno infinito per x che tende (a xo, a xo dalla sinistra, a xo dalla destra) di
accumulazione per il dominio di f, se, comunque fissiamo un numero positivo &, si ha f(x) < —k, per tutti gli x
di un intorno (completo, sinistro, destro) di xp.

Dimostrazione Per esercizio, sulla falsariga di quella del teorema 5.

Ovviamente non ¢ detto che una funzione tenda sempre a pill o a meno infinito, come abbiamo gia visto nel
10°x* —99999x —1

caso del lim " , che ancora non sappiamo quanto valga; perd abbiamo visto che
x—1" xX—
5.2 _
10 99?99x 1:10000x+1, se x ¢ diverso da 1. Le due funzioni non sono uguali perché
x_
_10°x* —99999x —1

(%)

" ha dominio x # 1, mentre g(x) = 10000x + 1 ha dominio tutti i numeri reali. Di-
x —
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ciamo che le funzioni sono “quasi uguali”. Ma allora non ¢ difficile pensare che se f(x) = g(x), V x # 1, allora
lim f (x)= lim g (x). E ovviamente lim g (x)=g(1)=10001. Per il momento ci accontentiamo di parlare
xX—> X—> xX—>
“per intuizione”, in seguito saremo piu rigorosi. Il nostro attuale interesse ¢ quello di precisare cosa significa

che una funzione, al tendere di x a un punto di accumulazione del suo dominio, tende a un numero piuttosto
che a infinito.

Definizione 9

Diciamo che f(x) converge a ¢ per x che tende (a x, a xo dalla sinistra, a x dalla destra) punto di accu-
mulazione del suo dominio, se in ogni intorno di ¢ esistono infiniti valori di f{x) per cui x appartiene a un in-
torno (completo, sinistro, destro) di xy.

Esempio 14

3_ 2_
(x):x x =3x+2

La funzione f non ¢ definita per x = 2. Effettuiamo il processo di avvicinamento a 2:

X—

X 1.9 1,99 1,999 1,9999 | 2,1 | 2,01 | 2,001 | 2,0001
flx) | 4.51 | = 4,95 | = 4,995 | =4,9995 | 5.51 | 5,05 | 5,005 | =5.0005
In effetti abbiamo la sensazione di stare avvicinandoci a un numero, che, solo perché siamo abituati a pensa-
re in termini di numeri interi, “potrebbe essere” 5, ma in effetti potrebbe anche essere 4,99999999 o un altro
valore simile.

Il precedente ci ha fornito un esempio di funzione che potrebbe convergere, anche se non ci da la sicurezza
del numero verso il quale converge. Abbiamo quindi bisogno di un risultato che ci permetta di verificare se
la nostra sensazione ¢ corretta.

Teorema 7
Una funzione f(x) ammette limite un numero reale ¢ per x che tende a xy di accumulazione per il dominio di

f, se, comunque fissiamo un numero € > 0 esiste un numero 4 > 0, tale che quando si ha xo— < x < xp+ 0 si
haanche¢ —e <f(x) <¢+e&.

Dimostrazione
Non abbiamo fatto altro che “tradurre” la definizione di funzione convergente in termini di disequazioni.

Esempio 15
. . . . X —x =3x+2 . . . .
Adesso possiamo stabilire se ¢ vero che hn; 5 =5. Dobbiamo risolvere la disequazione
X—> xX—
X —x*=3x+2 . . . R
S—€< 5 <5+ ¢ e le sue soluzioni devono appartenere a un intorno di 2, cio¢ devono essere
x_

del tipo 2 — 8 < x < 2 + 3. Cominciamo a vedere se riusciamo a semplificare la frazione. Si vede che

(16—2)-(162 +x—1)
x=2

ché stiamo supponendo che sia x # 2, ottenendo 5 — €< x> +x—1<5 +e¢. Abbiamo quindi le due disequa-

zioni: X’ +x-6-¢€< 0; P+x—6+€> 0; le cui soluzioni sono:

L—l—\/25—4g —1+\/25—4g][ —1-+25+4¢ —1+\/25+4g]
<x< AN IX<———Vxy>—m——

X =x"=3x+2=(x-2)-(x* +x—1), quindi 5-£< <5+¢. Possiamo semplificare poi-

2 2 2 2
Ora \25—4e <5/25+4¢>5, quindi _”“;5_48<_12+5:2A_1+“§5+4‘9>_12+5:2. Percid

—1++/25-4¢

2

2-a ~2+ B, in cui a e B sono due opportuni numeri reali; abbiamo allo-

A—1+\/25+4€
2
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ra: 2 — o <x <2+ B. Se percio prendiamo & = min(c, ), abbiamo finito, dato che si avra: 2 -3 < x <2 + 4.

Abbiamo visto percio funzioni che divergono e funzioni che convergono, ma, come visto per le successioni,
potrebbe succedere anche un altro fatto.

Esempio 16

Consideriamo f{x) = sin(1/x), che non ¢ definita per x = 0. Vediamo cosa accade in un intorno di O.
X —0,1 -0,01 | -0,001 |-0,0001 | —0,00001

sin(l/x) | 20,544 | 20,506 | ~0,826 | ~0,306 | =0,350

Abbiamo ottenuto numeri quasi a caso, pertanto non ci sentiamo di dire che vi ¢ convergenza, del resto la

funzione ¢ limitata sia superiormente che inferiormente, quindi il limite non puo essere infinito.

Poniamo allora I’ultima definizione per il comportamento di una funzione nell’intorno di un suo punto di ac-
cumulazione.

Definizione 10

Diciamo che f(x) ¢ oscillante per x che tende (a xy, a x dalla sinistra, a xy dalla destra) punto di accumu-
lazione del suo dominio, se non & né convergente, né divergente.

Abbiamo considerato il comportamento nell’intorno di un punto di oscillazione, ma, per le funzioni il cui
dominio contiene intervalli illimitati del tipo (a; +o0) 0 (—o0; a), possiamo anche considerare cosa accade
all’aumentare (o al diminuire) indiscriminato dell’ ascissa.

Esempio 17
La funzione o ha dominio x # Y2, ha percid senso indagare come si comporta la funzione per valori
x_
molto “grandi” o molto “piccoli” di x. Possiamo cio¢ costruire una tabella del tipo seguente
X 100 5000 12478 | 124578 | 3587945
3x+1

~ 1,512 | = 1,500 | = 1,500 | = 1.500 | = 1,500

2x-1

Intuitivamente possiamo dire che la funzione, all’aumentare indiscriminato della sua ascissa, converge verso
un valore prossimo a 1,5.

Definizione 11

Se il dominio di f(x) contiene un intervallo del tipo (a; +o0) [0 (—0; a)], diciamo che f(x) converge a ¢ per x
che tende a piu infinito [a meno infinito], se, comunque fissiamo un numero positivo k, allora in ogni in-
torno di ¢ esistono infiniti valori di f(x) per x > k (x < —k).

Notazione 5

Se f(x) converge a ¢ per x che tende a pitt (meno) infinito scriviamo lim f (x)=/¢ ( lim f(x)= ﬁ) :

X—>to0 X—>—o00
Teorema 8
Siha lim f(x)=/ ( lim f(x)=/¢ ) se, comungque fissiamo un numero positivo €, esiste un numero positivo
X—>+oo X—>—00

k, tale che quando si hax >k (x <—k) sihaanche ¢ —e < flx) <¢+E€.
Dimostrazione Segue dalla traduzione della definizione 11.
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Esempio 18

Vediamo se effettivamente si ha: lim S+l zé. Risolviamo la disequazione é—8 < S+l <%+€. Ab-

xoteo Dy —1 2 2 2x—1
3x+1 3+2¢

- < -
— - 6x+2<6x+4ex—-3-2¢
biamo: 3-2¢ < Sx+] < S+2¢ = |21 2 5 . Abbiamo eliminato il de-
2x—1 2 3x+1>3—28 6x+2>6x—4ex—3+2¢
2x—1 2
nominatore 2x — 1 perché stiamo studiando il comportamento per x che tende a piu infinito, quindi il fattore
L DraE
. g . dex>5+2e | 77 T4 5+2¢
¢ certamente positivo. Continuiamo: = . Essendo € un numero
4ex>-5+2¢ -5+2¢ 4e
x>
4e
e w by . —5+2¢ ) ) ) .
positivo “abbastanza” piccolo avremo: <0, ecco spiegata la soluzione del sistema. Possiamo ancora
4e
. 5 1 . . . . . . ~
scrivere x > 4—+5 che & il numero k cercato. Per esempio considerato 1’intorno di raggio £=10" avremo
£
1
x> > —+—=125000,5.
4-100 2

In modo analogo possiamo definire la divergenza di una funzione per x che tende all’infinito.

Definizione 12

Se il dominio di f(x) contiene un intervallo del tipo (a; +o0) [0 (—o0; @)]], diciamo che f(x) diverge a piu
(meno) infinito per x che tende a piu (meno) infinito, se, comunque fissiamo un numero positivo k esiste
un numero positivo A per cui si ha f(x) > k (fix) <—k) per x > h (x < —k).

Notazione 6

Per indicare che f(x) diverge per x che tende a pitt (meno) infinito scriviamo lim f (x)= oo( lim f(x)= oo)

X—>+o0 X—>—00

Esempio 19

. . xT+1 ) ) . ) x*+1
Per stabilire che lim 3 =—oo, dobbiamo risolvere la disequazione 5 < —k. Essendo x che tende a

X—>+oo —X — X
N . . . . ol
pil infinito possiamo dire che 2 — x < 0 e percid scriviamo: 5> k= x*+1>kx—2k = x> —kx+2k+1>0
x_
L . .. k+\k>—8k—4

Consideriamo solo la soluzione positiva: x> 5 , essendo k “molto grande”, anche

k+Jk?—8k—4 . 0 10° +/10* —8-10"° —4
= 5 lo ¢. Per esempio se k=10" = h= 5

h ~10".

Chiudiamo il paragrafo con un risultato apparentemente intuitivo, ma di fondamentale importanza.

Teorema 9 (di unicita del limite)

Se una funzione ha limite per x che tende a un punto di accumulazione o a uno dei simboli pili 0 meno infi-
nito, tale limite € unico.

Dimostrazione

Lo proveremo solo nel caso lim f(x)=/e R, lasciando gli altri casi per esercizio. Ovviamente, per la stes-

X—>+oo

sa definizione, non potra accadere lim f(x)=+oov lim f(x)=—co. Supponiamo invece, per assurdo, che
X—>+o0 X—>Foo
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accada lim f(x)=me R, ovviamente con m# (. Ora dire che lim f(x)=/e R equivale a dire che, co-

X—>+oo X—>+oo

munque fissiamo un numero positivo €, esiste un numero positivo k per cui: /—e< f(x)</(+&Vx>k.
Analogamente lim f (x)=me R vuol dire che, scelto lo stesso € esiste un numero positivo 4 per cui si ha:
X—>+o0

m—-€< f(x)<m+&¥x>h.Se h =k quindi valgono entrambe per ogni x > k, se cid non accade varranno

per il piu grande fra i e k. Per non perdere di generalita indichiamo con M il piu grande fra i detti numeri.
Avremo allora: (—€< f(x)<l+&m—€< f(x)<m+&NVx>M . Ma allora se sottraiamo termine a termi-

ne troviamo: /—€—(m—€)<l+&—(m+¢&)=(—m<{—m, che & assurdo perché non esistono numeri mi-

nori di se stessi.

Verifiche

Lavoriamo insieme
3

. . .X .
Vogliamo congetturare il valore del /[im———. Costruiamo la seguente tabella:

x—)l_x —

X 0,9 0,98 | 0,991 1,2 1,03 | 1,005
v —1 | =1,426 | 1,485 | 1,493 | =1,654 | =1,522 | =1,504

¥ -1

3
X —

2

Possiamo quindi congetturare che per x che tende a 1, converge.

Congetturare, giustificando la risposta, se i seguenti limiti rappresentano convergenza, divergenza o
oscillazione.

Livello 1
3 g2 _ 3 p.2
1. lim X —6x 2+ 15x—14 [Convergente] lim al 3)26 x+3 [Convergente]
x—2 X = 4 x—3 X" - 9
2 3 2
2. lim x—2 [Divergente] lim al sz +3x=15 [Convergente]
x—>5+3,(\/;_\/§) x—5 x° =25
3 _ 2 _
3. lim al sz +3x-15 [Divergente] lim cos( x+l j [Oscillante]
x—-=5 x =25 x—2 x—2
x -1 ) x -1
4. lim —— [Divergente] lim—— [Convergente]
" 5,(\/;_2) x—>1+5,(\/;_1)
- .2
5 lim Sx-l [Convergente] lim 3x +1 [Divergente]
X—>too T — X=X —
2 2
6. lim Lfl [Convergente] lim LH [Divergente]
xotee 3x w0 3x+1
Livello 2
7. lim (\/3x—1 —J7x+ 2) [Divergente] lim (\/13x— 2 —x/l3x+8) [Convergente]
sin(x) o |
8. lim . [Convergente] lim x-sin(x) [Oscillante]
X—>teo x4 X—>+oo
1 L
9. lim (X—HJH [Divergente] lim (X—HJH [Convergente]
-2\ x—1 -2\ x—1
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) ex+1 _1 ) ) €x+1 _1
10.  [lim > [Divergente] lim [Convergente]
x—)—l(x+1) x—-1 _X'+1
Livello 3
. dimf(x) f(x)=1 7Y (Oscillante] ~ fim| x | [Oscillante]
.o limf(x), f(x)= scillante im| x scillante
x—0 -1 x<0 x—3
12. Xlilzas |_x_| [Convergente] {fﬂ (fx] — I_XJ) [Convergente]
l x>0
13. lim f (x),f(x)= xl [Convergente]  lim [ x| [Divergente]
— x<0
X
Livello 2
2
14. Sapendo che lim al +13 = 400 , determinare I’intorno destro di —1 in cui si ha f (x) > 1014.
x—=-1" x4+
[—1 <x<507-2-/64515 = —0,99}
2 —
15. Sapendo che lirrzl a 5 =4, determinare I’intorno di 2 in cui si ha 3,99999 < f(x) < 4,00001.
X2 x —
[1,99999 < x < 2,00001]
2
16. Sapendo che Ii 2x -;1 =400, determinare 1’intorno destro di —2 in cui si ha f (x) > 3547.
-2 x4+
{_2 354731404217 _1’99}
4
Xt -
17. Sapendo che lirrll =2, determinare I’intorno di 1 in cui si ha 1,9999 < f(x) < 2,0001
X—> x_
[0,9999 < x < 1,0001]
18. Sapendo che lim al +§ = —oo, determinare 1’intorno sinistro di 2 in cui si ha f (x) < -540.
x—2" X —
1,987 = —1075 <x<2
541
2 —
19. Sapendo che lim x2 ! =1, determinare il minimo k per cui si ha 0,999<f(x)< 1,001, Vx >k .
X—>teo X +
[x > 1999}
2
20. Sapendo che lim Y =400, determinare il minimo k per cui si ha fix) > 72548, Vx> k.
X—>+oo x+
[x >108822+ 2-\/2960593195}
2
21. Sapendo che lim ! x3 = —oo, determinare il minimo k per cui si ha fix) < -25478, Vx> k
X—>+oo _x+

[x >12739+2. x/40589639}

Spiegare perché i seguenti limiti non hanno significato

Livello 3
22.  lim (\/x+1 -
23. linll sec™ (x)

x—o=
2

-2 . ) . In(1+x) . 3

V2- lim = limsin™ (x lim ——= lim (2x+1
x) xl—>l*1/1_x x—2 ( ) x—-3" */)C+3 X—>—°<'( . )

lim In[ sin(x)] lim cos™ [log2 (x° )} limlog,_, (x)
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Lavoriamo insieme

3 3_
Verificare che lin} a i =%. Dobbiamo risolvere la disequazione %—8 < x2 i <%+€,8 > (0. Essendo x #
-l x° — X —
1, possiamo semplificare la frazione:
3 M-(x2+x+1) 3 3 Paal 5 2x*+2x+2>(3-2¢)-(x+1)
——£< <=+ ——E<————<—+€=> 5
2 (x~T) - (x+1) 2 2 x+1 2 2% +2x+2 < (3+2€)-(x+1)

Non ci sono problemi a eliminare il denominatore perché certamente positivo in un intorno di 1.

1_2‘9_*/4‘92_20€+9v >1—2e+\/452—205+9

{2x2+(2€—1)-x+28—1>0:> xS 4 * 4
2x* —(2e+1)-x=2£-1<0 1+2e—4e? +20£ +9 L 1H2e4V48 4206 +9
4 4

Abbiamo: V4e> —206+9 >~/4e” —126+9 =3-2;4/46” + 206 +9 > 4e> +126+9 =2e+3, quindi pos-

1-26++/4€* —20e+9 1-2e+3-2¢
x> > =

1-¢g;
siamo dire che si ha: 4 4
1426 +V462+206+9  1+42e+26+3
x< 1 < 1 =1+e

Cioe x appartiene a un intorno di 1, che ¢ quello che volevamo provare.

Verificare la validita delle seguenti uguaglianze

Livello 1
24.  lim(x*—x+1)=1 limin(2x+1)=0  limsin(x)=0  Lm(3x+1)== lim ~—— =~
x—1 x—0 x—0 x—)l 2 -2 x—1 3
2
25. lim~3x+1=2 lim 2 _ g lime™ =e im(x+1) =27 lim3H = e
x—1* x—>-1 Qx x—0 x=2 - x—1
. ) ) .1 (1 . 1=x
26, lim (x*—1) =0 lim In(x—3)=—oco lim—=0 limsin| — |=0 11m7=+oo
X—>too x—=3" x—>too y X—o0 X X—>—c0
Livello 2
2 2 2 3
27, lim Xl TN PO e e SN R TN e SO .
-1 x+1 a1 x7 =1 =2 x=2 =3 x" =9 =2 x—=2
2 _ : +1 X
28, lim 2t 2xtl_2 i —S’”_(x) oo lim 2 = lim & o e
xote x 1> 3x—]1 3 =0 sin(x) R ) 0" e* —1
l +1 - = : 1-
20, PO Yol L el i X e g e
=t In(x) ) Jx 41 2 A xteo x 43 7' 1+ cos(x)
Verificare la falsita delle seguenti uguaglianze
Livello 1
2 _ 2 _
30, fim o lim 2 3 im =47  fim=l-3 gzl
=1 x—1 =0 2x—1 xoteo ] +2x =0 3x+2 2 =l x—1
2 2
31, lim = o0 lim |2 5 lim 2572 lim™—% —4
xo—e [+ 2x wore | x—1 xo—e D x—1 =2 x+2
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Continuita di una funzione

Il calcolo richiede la continuita, e la continuita richiede
Uinfinitamente piccolo; ma nessuno ¢ in grado di dire cosa
potrebbe essere [’infinitamente piccolo.

Bertrand Russell (1872—-1970)

Il problema

Spesso nel linguaggio di ogni giorno usiamo il vocabolo continuo, per esempio parlando di un procedimento
continuo, di una applicazione continua e via dicendo, intendendo con tale termine il fatto che non vi sono
interruzioni nelle procedure. Abbiamo gia parlato degli insiemi continui in matematica, vogliamo precisare
ancor meglio ciod che vuol dire continuo per le funzioni.

Abbiamo gia visto che il processo di limite ¢ consentito solo per i punti di accumulazione, poiché il processo
di avvicinamento non puo avvenire per “salti”’, ma deve essere un processo continuo, intendendo con questo
termine proprio quello che abbiamo gia stabilito per gli insiemi, il fatto cio¢ che non vi siano “buchi”. Quin-
di ovviamente una funzione per essere continua in un intervallo deve essere definita in tutti i punti
dell’intervallo.

Esempio 20
La funzione y = 1/x non pud essere continua in alcun intervallo che contiene x = 0, poiché in quel valore non
¢ definita. Infatti se andiamo a rappresentarla (e lo sappiamo fare perché non ¢ altro che I'iperbole equilatera

xy = 1), ha un grafico che in ogni intervallo che contiene x = 0 ¢ “spezzato”. E in-

vece continua in ogni intervallo che non contiene x = 0.

Vi sono perd funzioni che pur essendo definite per dati valori di x, per gli stessi valori non sono continue
(considerando ancora in modo intuitivo questo termine).

Esempio 21
La funzione floor o pavimento: f(x) = Lx], che abbiamo gia trattato non ¢ continua per alcun valore intero di
x, come si vede dalla sua rappresentazione grafica, eppure per ognuno di questi valori ¢ definita, Per esem-

pio si ha: f(1)=1. — =
Quindi una funzione puod non essere continua in un punto anche se in tale punto ¢ definita e lo stesso punto ¢

di accumulazione. La continuita deve presupporre appunto un procedimento di avvicinamento a un dato va-
lore che avvenga in modo per cosi dire graduale, senza salti. Possiamo allora porre la seguente definizione.

Definizione 13

Data una funzione y = f(x) definita in xy, diciamo che essa ¢ continua in x, se vale la seguente uguaglianza:
lim f(x)= f(x,). Una funzione continua in ogni punto di un insieme si dice continua nell’insieme.

.X—)XO
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Notazione 8
Per indicare che la funzione y = f(x) & continua nell’insieme X scriveremo f € C°(X) o diremo anche che f &
di classe C zero in X.

La scritta lim f (x) = f(x,) implica in realta 3 fatti contemporanei.

X—)X(,

1. Deve esistere f(xo);
2. deveesistere lim f (x);
X—)XO
3. 1valori numerici dei punti 1 e 2 devono essere uguali.
Esempio 22

e Per la funzione f(x) = 1/x non ha senso parlare di continuita in x = 0, poiché non esiste f(0).

e La funzione fix) = Lx] non & continua in ogni xp € 7 perché non esiste lim f(x), dato che

X—)XO

lim LxOJ =x,—1, lim LxOJ =Xy, X, € L.
Xo X—>Xg

2
x =4
. x#2 N ) . . .
e La funzione f (x) =5 x=2 non ¢ continua in x = 2, nonostante che esista f(2) = 1 ed esista

1 x=2

2 (x+2
lim f (x)=1i X4 l'mM ( ) =lim(x+2)=4. Ma questo limite & diverso da f(2).

m 1
x—2 =2 x—2 x—2 ){/4 x—2

Proprio tenuto conto di quanto visto nell’esempio precedente possiamo distinguere fra di loro le discontinui-
ta in tre classi.

Definizione 14

Data una funzione y = f(x), diciamo che essa presenta in x, una discontinuita
e di prima specie se lim f(x)=/,eR#lim f(x)=/,eR. In questo caso la quantita
X=X

X—)XO

)| =|¢, =, #0 si chiama salto di discontinuita.

lim f (x)-lim f(x

X=Xy X=>x5

e di seconda specie se lim f (x)=oov 11m f(x)=cov A lim f(x)v /Zf 11m f(x

X%XO X%XO

X=Xy X5

e di terza specie o eliminabile se (lim f(x)=1lim f(x)=/e Rj/\(f(xo) - vaff(xO)), o se la funzio-

ne ¢ definita solo in un intorno sinistro di x e si ha: (lim f(x)=te R)/\(f(xo) A ,fo(xo)) solo in

x—)xo

X%XO

un introno destro di xo e si ha: (hm f(x)=rte R)A(f(xo)ifvﬂf(xo)).

Nella precedente definizione non ¢ necessario assumere che xj sia un punto del dominio di f(x), poiché, co-
me gia visto per f(x) = 1/x, la presenza di x = 0, rappresenta in ogni caso una discontinuita della funzione nel
suo complesso.

Esempio 23
1
¢ La funzione f(x) = 1/x ha una discontinuita di II specie in x = 0, poiché hn(}—:
X—> x
e La funzione fix) = lxJ in ogni xo € Z ha una discontinuita di prima specie perché

lim LxOJ X, —1, hm LxOJ Xy, X, € 7, 1l salto di discontinuita ¢ sempre xo — (xo— 1) = 1.

XX,
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2
x =4
e La funzione f(x)=4 x-2 #% ha in x = 2, una discontinuita di III specie perché

1 x=2

4=lim f (x) = £(2)=1.

py

. . .. . . x . 1 C .
e La funzione f (x) = —— ¢ definita in (0; + o), e si ha lim — = lim —= =40, quindi in x = 0, si ha una
X 0" x x—0" \/;
discontinuita di II specie.

X & definita in (0; + o), e si ha lim —= = lim v/x =0, quindi in x = 0, si ha una di-

\/; x—0* \/; x—0*

scontinuita di III specie.

e La funzione f(x)=

Stiamo attenti a comprendere cosa vuol dire che una discontinuita di III specie ¢ eliminabile. La discontinui-
ta c¢’¢ e rimane, la funzione data ¢ discontinua nel punto. Perd possiamo costruire facilmente, a partire da es-
sa, una funzione continua semplicemente ridefinendola nel punto in cui vi ¢ la discontinuita.

Esempio 24
X’ -4 x4
La funzione f(x)=1{ x-2 x#2 ¢ discontinua in x = 2, e g(x)={ x-2 x#2 ¢ continua in x = 2.
1 x=2 4 x=2

Ovviamente la funzione g non e la funzione f, ma una funzione che coincide con f per ogni x # 2.

Vediamo adesso qualche importante risultato che riguarda le funzioni continue.

Teorema 10

Sono funzioni continue: i polinomi in tutto R; f(x) = a", V x € R; fix) = log,(x), V x € R"; le funzioni go-
niometriche elementari in tutti i punti del loro dominio.

Dimostrazione

Discendono dai ben noti limiti, per esempio dato che lim x" = x; , ne viene che anche

JC—)XO

0 2 2
lim (ao +ax+a,x +..+ax" ) =a,+ax,+a,x, +..+a,x, .

X=Xy

Analoghe dimostrazioni per gli altri casi.
Valgono anche i seguenti ovvi risultati.

Teorema 11
Se fi(x), f2(x), ..., fu(x) sono funzioni continue in xy, allora & continua anche la funzione combinazione line-

are F(x)=a; - fix)+az- LX)+ ... +a, - fu(x),a;€e R,Vi=1,2,...,n.

Dimostrazione per esercizio

Teorema 12
Se fi(x), f2(x), ..., fo(x) sono continue in xy, allora anche F(x) =fi(x) - f2(x) - ... - fu(x) 1o &.
Dimostrazione per esercizio

Teorema 13
fi(%)
(%)

lo e.

Se f1(x), f2(x) sono continue in xg e f>(xo) # 0, allora anche F(x)=

Dimostrazione per esercizio
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Sappiamo che f(x) = X dappertutto continua, cosi come g(x) = sin(x). Cosa possiamo dire della funzione
composta fg(x)] = sinz(x) oppure della funzione g[f (x)] = sin(xz), sono anch’esse continue?
Vale il seguente risultato.

Teorema 14
Se g(x) & continua in xo, esiste £ [g(x)] in un intorno completo di g(xo) € f(x) & continua in g(xo), allora anche
fg(x)] € continua in xj.

Dimostrazione
Per ipotesi lim g (x)=g(x,) e lir(n) (x)=f[g(x0)],ma allora anche limf[g(x)]zf[g(xo)].
X=Xy x—g(xo X=Xy

Il risultato precedente ¢ importantissimo per il calcolo dei limiti.

Esempio 25
¢ [Infatti, dato che sappiamo che lim(x2 +x—1) =5, poiché sin(x* + x — 1) & definita in un intorno di 5 e

x—2

. < . . . . 2 < . ..
sin(x) ¢ continua per x = 5, allora possiamo dire che sin(x” + x — 1) ¢ anch’essa continua e quindi che

lin;sin(x2 +x—1) = sin(S).
e Invece ling(x2 +x—1) =35, poiché sin(x) non & definita in un intorno di 5, dato che sin(5) < 0, non

possiamo dire che ,/sin ()c2 +x —1) sia continua per x = 2.

Un analogo risultato al Teorema 14 vale per le funzioni invertibili.

Teorema 15
Se f(x) ¢ invertibile e continua in xy, allora anche f _l(x) ¢ continua in f _l(xo).
Dimostrazione omessa

Esempio 26
Sappiamo che la funzione f(x) = sin(x) : [-7/2; /2] — [-1; 1] ¢ invertibile ed ¢ anche continua V x € [-7/2;
7/2], allora, per il teorema 15,f_1(x) = sin_l(x) :[-1; 1] =>[-w/2; ©/2] € continua V x € [-1; 1].

Verifiche

Lavoriamo insieme

xP=1  sex<l . . . : ..
¢ continua e laddove non lo ¢ vogliamo stabili-

Vogliamo stabilire se la funzione f(x)=
: f( ) {x3+x—1 se x=>1

re il tipo di discontinuita. L’unico problema ovviamente puo essere in x = 1, poiché le due funzioni che, uni-
te, formano la nostra funzione sono continue dappertutto. Abbiamo:

lim f (x) = lim (2 ~1) = 0;lim f (x) = lim (x" +x~1) =1

x—1" x—1*

Pertanto in x = 1 abbiamo una discontinuita di prima specie con salto di (1 —0) = 1.

a4
24
14

1]

Ecco il grafico ottenuto con Geogebra: \/
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Determinare e classificare gli eventuali punti di discontinuita delle seguenti funzioni
Livello 1

. 4
1. f(x)= g_\g [x = J6 .11 specie] g(x) = 5 _);2 [x =+2 , II specie]
2 —
2. f(x) =L2 [x= J_rﬁ, 11 specie] 2= 1 [x = 1, TII specie]
1-2x 2 x—1
3. f(x)= 7 \/; [Continua per x > 0] g(x)=— al [x = km, II specie]
1+x sin(x)
4 =2 [x = 2, I specie] (x) tan () [x = /2 + kr, 11 specie]
. X)=—4— x =2, III specie x)= xX= , 11 specie
Jx—4 P 8 3+ x* P
. ) 1 )
5. f(x)=sin (\/; ) [Continua per x > 0] g(x)=cos (—J [x =1, II specie]
Livello 2
I-{x—1 -2
6. f(x)= % [x =0, III specie] gx)= |;2 _l [x =2, I specie; x = -2, II]
x—3 _ x+1-[2x-1| .
7. f(xX)=—— [x =0, I specie] gx)y=———"— [x =2, III specie]
|x—3| x—2

—x*=x*+3  se x<0 2x? —4x+1 se x<—1

8. f(x)z{ [x=0,IS.] f(x)z{ [x=-1,1S.]

2x*+x* =5 se x>0 X H2x7+x se x=2—1

1
2x+3 <0 — 0
9.  f(x)= zx e [Continua VxeR] f(x)=1x sexs [Continua Vxe R]
X +3x+3 se x=20
x se x>0
Livello 3
1+|x 3| 1-|x—1
10. f(x)=—— [x=2,4,1IS.] gx)=—"—" [x=-2,1IS.;x=0,1ITS.]
1-|x-3| lx+1]-1
|x+3[+1 |x+3+1 ,
1. f(x)=——F—— [x=-12,1IS.] f(x)=——FT—— [Continua Vxe R]
|x—1|—|x+2| |x—1|+|x+2|
l x<1
x+1 x<l1 X
12. f(x)= X 1<x<2 [le,IS;x:Z,IHS]f(x)z X 1<x<2 [x=0;1,1IS; x=2,18S]
x*=2 x>2 xx—l
i x>2
X

Lavoriamo insieme
k-x>=2x+1 sex<?2
X+ (k=1)-x-1 se x=2

ché indipendentemente dai valori che assume il parametro reale k, abbiamo a che fare con dei polinomi. Non
¢ detto perd che sia continua per x = 2, almeno non per ogni valore di k. Infatti abbiamo

lim f (x)=1lim (k-x* - 2x+1) =4k —4+1=4k-3;

La funzione f(x) :{ ¢ continua sicuramente per ogni x < 2 e per ogni x > 2, poi-

x—2" x—2"
lim f (x) = lim (* +(k—1)-x—1)=4+2-(k-1)—1= 2k +1
x—=2" x—2"

Quindi la continuita in x = 2 ci sara soltanto se 4k — 3 =2k +1 = k= 2.

Livello 1
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Determinare il valore dei parametri in modo che le funzioni siano continue nel loro dominio

k-x+3 sex<0 {x+k sex<l1

13. f( ):{x +x+1 se x>0 (2] f(x): X +2x+1 sex>1

[k = 3]

X +k-ox+1 sex<?2 k-sin(x) sex<O
[k=0] f(x)z ) ( ) [VkeR]
X +x—1 se x=>2 X +x se x>0
2kx* —=3x+k se x<1 1/x se x>1
) [k=5/3] f(x)= 5 [k =0]
3kx"+2x—-3k se x>1 kx“+x se x<l1
Livello 2
2 —lx—2 se x<0 (k+1)-x*—x-3  se x<1
2.2 (D] f(x): ) 5 [k=0v 1]
X +k*x*+3kx—1 se x>0 (k —2)x +x—-2 sex=>1
4 (3k+1)-x+1 se x<2 L 3+4/17
(26> +1)-x* +2x—k se x22 -8
Livello 3
+(3b+1)- <2 - X +b-x+1 1
a-x* se x a=7b 4 f(x)= a-x X se x< [ =2/3.VbeR]
2a+1 xX+x—b sex>2 4 b-x*+2x—a se x>1
kx+2 x<=2
‘+b- -1 -
axtbxsex<al o vbeR] f(x)=1 BT cvco h=0k=1
X*+a-x—b sex>-1 x+1
\/x+h+\/E x20
k x<0
x+k
20.  f(x)=1sin”"(x) O<x<l [per la continuita in x = 1, k = ¢™*; discontinua in x = 0, sempre]
In(kx) x>1

21. Dare I’esempio di una funzione continua soltanto per x > 3, x # 5. Giustificare la risposta.
22. Dare I’esempio di una funzione continua soltanto per x = 3, x # 4 Giustificare la risposta.

Lavoriamo insieme

x—=0" x—=0" x

Vogliamo calcolare  lim tan™ (lj Noi sappiamo che liml=+oo, d’altro canto si ha anche
X

lim tan(x):+oo, poiché la funzione tan'l(x) ¢ continua in un intorno destro di zero, si ha:
x>

1
lim tan™" (x) :% e quindi alla fine avremo: lim tan” ( j =§
X—>+oo x—0" X

Calcolare i seguenti limiti

Livello 2
. 1 . 2\ . Sl 2Y
23.  limin| — [—e<] lim tan|| — [+o2] lim tan — [7/2]
X—>+o0 X X—>—o0 3 X—>+oo 3
. -1 1 . -1 1 . —1 1
24, lim tan™ | — [0] lim tan™" | — [-m/2] limcos™ | — [7/3]
X—>+oo X x—0~ X x—2 X
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@L’angolo di Geogebra

Con Geogebra possiamo rappresentare facilmente funzioni con discontinuita. Sono per esempio predefinite
le funzioni floor(x), ceil(x), sign(x), round(x), che hanno tutte di discontinuita di I specie

2 2
P T N St A S N S T O Y Y B
— 1
1 e N
o
0 o P N
£ H H H H H H H H H 3 2 Kl o 1 2 3
5 o T B -5 . i ; .

g

I 2

Invece per rappresentare funzioni che hanno definizioni “a condizione”, si usa il comando
Se[ <Condizione>, <Allora>, <Altrimenti> ]. Per esempio scrivendo Se [x < 2, sin(x), cos(x)] si otterra il
1

grafico seguente

Giochiamo alla matematica

Il problema della continuita ¢ alla base di diversi paradossi. Ne forniamo un esempio che ¢ quello cosiddetto
del povero ricco. Cominciamo a porre alcuni fatti.

1. Una persona che possiede una moneta ¢ da considerarsi povero;

2. Dando una sola moneta a una persona povera questa rimane povera.

Sulla base dei precedenti due fatti, sui quali tutti siamo d’accordo, poiché rientrano nel cosiddetto “buon
senso”, dimostreremo che un povero rimane povero indipendentemente dal numero di monete che possiede-
ra. Infatti, se un povero possedesse n monete, possedendo (n + 1) monete rimane povero. Poiché n puo esse-
re qualsiasi numero naturale vuol dire che non esistono ricchi e che, soprattutto, non ¢ possibile arricchire.
Ovviamente il fatto paradossale dipende proprio dalla mancanza di continuita che ha I’insieme dei numeri
naturali, a cui appartiene il numero con cui contiamo le monete.

Il problema viene esposto anche in altre forme, per esempio in quella del girino-rana. Supponiamo di tenere
sotto osservazione fotografica un girino, fotografandolo ogni x secondi. Nella prima foto avremo sicuramen-
te un girino e nell’ultima, alla fine dell’evoluzione, avremo certamente una rana. Quindi vuol dire che vi de-
ve essere una foto in cui il girino ¢ diventato rana. Qual ¢? Come ¢ possibile che il passaggio avvenga in un
istante? Tutti questi problemi sono tipici proprio dei fatti reali che sono misurabili solo utilizzando insiemi
discreti. Lo stesso problema puo associarsi anche ai confini. Dove inizia 1’Italia e finisce la Francia? E cosi
via. La conclusione ¢ che ragionando su insiemi discreti con i concetti della continuita, a essi non applicabi-
le, vengono fuori questi paradossi. Negli insiemi discreti bisogna fare delle convenzioni. Cosi come una per-
sona diviene maggiorenne in un secondo, nel passaggio dalle 23:59:59 alle 00:00:00, cosi possiamo porre
per convenzione che una persona ¢ povera se possiede 100 monete e ricca se ne possiede 101. E cosi via.

Operazioni aritmetiche con i limiti e forme indeterminate
Il problema
Se conosciamo il limite di due funzioni f{x) e g(x), entrambe per x che tende a uno stesso valore, finito o in-

finito, sappiamo determinare i limiti delle operazioni i cui operandi sono le date funzioni?

Per semplificare molti risultati conviene usare una particolare terminologia e simbologia.
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Definizione 15

Diciamo retta reale estesa I’insieme formato dall’insieme R e dai simboli {—oo; +c0}.

Notazione 7
La retta reale estesa si indica con R .

Talvolta possiamo rispondere al quesito posto dal problema in modo intuitivo.

Esempio 27
Supponiamo che sia lim f (x)=2,1lim g (x) =3, questo significa che all’avvicinarsi di x a xo, f(x) si avvicina

a2 e g(x)a3, quindi ¢ lecito pensare che si abbia

}iglo[f(x)+g(x)]:2+3:5;1Lr£})[f(x)—g(x)]=2—3=—1;1Lr¥(10[f(x)-g(x)]=2-:6;}Lr£10 253 =%

Consideriamo il caso della somma. Quello che sappiamo equivale a dire:
2-e<flx)<2+¢€ Vxixg—0,<x<xp+0;;3-€<g(x)<3+¢€ Vaixg—h<x<xo+ &
Ma allora se consideriamo & = min(J;; d,), saranno vere entrambe le disuguaglianze, cio&
2-e<flx)<2+¢ 3-e<gx)<3+¢ Vaixg—0<x<xp+90
Quindi ovviamente avremo 5 — 2€ < f{x) + g(x) <5 + 2¢, Vx: xo— 0 <x < xp + 0, Ciog, come era ovvio aspet-
tarsi: }i_)r?[f(x)+g(x)] =2+3=35.

Possiamo perci0 enunciare il seguente risultato.

Teorema 16
Nell’ipotesi lim f(x)=/(e R,lim g(x)=me R,x,€ R si ha:

. }i_gl[f(x)ig(x)]zﬂim
o lim[f(x)-g(x)]=tm

e seanche m#0, lim Lx) =£.

JC—)XO g (x) m
Dimostrazione
Per esercizio, sulla falsariga dell’esempio.

Nel Teorema precedente, relativamente alla divisione abbiamo dovuto aggiungere 1’ulteriore ipotesi che il
limite della funzione al denominatore sia diverso da zero, cid ovviamente perché il simbolo ¢/0 non ha alcun
senso nell’insieme dei numeri reali. Cosa succedera allora in questo caso?

Esempio 28
X
Se lim f(x)=2,1im g(x)=0, cosa possiamo dire di lim%? Cosa accade se il denominatore tende a
X=X, X—>Xg X=X glx

. . . 2 . g
zero? Facciamo qualche esempio, la frazione 0 =2-10" & un numero enormemente grande, quindi

f(x)

I’intuizione ci suggerisce che limﬁ =oo, in cui il segno dipendera dal segno che avra la g(x) nel tendere
X—>Xg g X
a Zero.

Possiamo quindi enunciare il seguente risultato.
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Teorema 17

Nellipotesi lim f (x)=¢#0, limg(x):O,xoeﬁ si ha: lin{f(x)}zoo

X=X X=X X=X g (x)

Dimostrazione per esercizio

Abbiamo lasciato irrisolto il caso dell’espressione 0/0. Per questa non possiamo fornire una risposta perché
essa dipende dalle funzioni considerate, come vedremo nel seguente esempio.

Esempio 29

2

Ovviamente abbiamo hmx 0, hmx =0, quindi sia hmi2 che hrr(}x— sono del tipo 0/0, eppure 1 loro ri-
x—=0 x -0 x

2

X 1 X
sultati sono del tutto diversi perché hm—z—hm——oo mentre lim— =limx=0. Non solo ma anche
x—=0 x x—=0 x x=0 x x—0

lim <~ ,a,b#0 ¢ del tipo 0/0 e llm;zg
x—)Ob X Ob’x b

diversi tra loro.

. Quindi in pratica 0/0 puo avere infiniti risultati possibili, tutti

La forma 0/0 la chiameremo forma indeterminata proprio perché il suo risultato, a differenza di altre forme
gia viste (come 3/2 o 1/0, ...) non ha sempre lo stesso risultato.

Consideriamo adesso qualche altro caso.

Esempio 30
Supponiamo che sia lim f (x)=2,lim g (x) =400, cosa possiamo dire stavolta dei limiti delle operazioni

XX
aritmetiche delle due funzioni? Anche in questo caso I’intuito ci suggerisce che la somma e il prodotto di-
vergano positivamente e la differenza diverga negativamente, sul rapporto non ci pronunciamo. Consideria-
mo sempre la somma. quello che sappiamo equivale a:
2-e<flx)<2+¢€ Vxixg—0;<x<xg+01;8x)>k>0, Vx: xo— 0, <x<x0+ O
Se consideriamo & = min(d;; d,), saranno vere entrambe le disuguaglianze, e percio
fx)+g(x)>k+2 +¢, Vx‘xo—5<x<xo+5

e vista I’arbitrarieta di k e di €, avremo che: lim [ f(x (x)] =400 .

X%X
Abbiamo percio il seguente risultato

Teorema 18

Nell’ipotesi lim f( )=/leR,lim g(x)=10e R, x, € R si ha:
X=X X=X
° lim[f X ] Foo
too se (>0
[ ] l =
xl—g}o[f )] {ioo se <0

. nm{g(x)}:{ioo e >0

x| f(x) Foo se (<0

Dimostrazione per esercizio, sulla falsariga dell’esempio.

Altri due casi rimangono fuori dai precedenti perché legato alle scritte prive di senso é/co € 0 - . Non ¢ dif-
ficile capire che accadra un caso simile a quello gia visto per ¢/0. Consideriamo per il momento il primo ca-
SO.
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Teorema 19

Nell’ipotesi lim f (x)=/e R, lim g (x)=co,x,€ R si ha: lim{f(x)}:o.

X=X X=X X=X

Dimostrazione per esercizio

Non possiamo dire niente invece del caso in cui entrambe le funzioni tendono a infinito.

Esempio 31
X 1 x’
Ovviamente abbiamo lim x = +oo, lim x° =+, eppure lim — = lim —=0, mentre lim — = lim x =+
X—>+oo X—>+o0 X—+eo x X—>te x X—teo ¥ X—>+oo
.. ax a . N . .
e lim b_ =—. Quindi anche oo/~ ¢ una forma indeterminata.
X—>+oo X

Non ¢ difficile provare il seguente risultato.

Teorema 20
Sono forme indeterminate le seguenti

e lim M},xoe@,se lim f (x) = lim g (x)=o0 (c0/0)
x—)xo _g(x) x%xo x—)xo
e lim Lx)},xoe R, selim f (x)=1lim g (x)=0 (0/0)
X=Xy _g(x) X=X X=X
o lim[f(x)-g(x)].x,eR, selim f (x) = oo, lim g (x) = o0 (00 — o)
o lim[f(x) g(x)].xeR, selim f (x) =Feo, lim g (x) =0 (0000 o)
o Gim[f(x)]",xeR, selim f(x)= 1 lim g (x) = o0 (1)
o tlim[f(x)]" 5 eR,selim f(x)=1lim g(x)=0 (0%
e lim [f(x)]g(x) , X, € R, se lim f(x)=00,lim g(x)=0 ()

Dimostrazione Basta fare degli esempi sulla falsariga dei precedenti.

In alcuni casi certe indeterminazioni si possono facilmente risolvere con semplici ragionamenti algebrici.

Esempio 32
3
—2x+1
Vogliamo calcolare hmﬁ
=1 x4 x" =2
x = 1, tenderanno al valore che si ottiene sostituendo 1 alla x. Quindi otteniamo una forma indeterminata 0/0.

Ricordiamo pero che il teorema di Ruffini dice che se un polinomio si annulla per x = a, allora vuol dire che

. o | (=) a1
¢ divisibile per (x — a), quindi possiamo scrivere: lim

=1 (x=1)-(x +x° +2x+2)
o M X+ x— 1 . 2 +x—1
le-(x3+x +2x+2)_x—>1x +x7+2x+2°
X +x-1

numeratore tende a 1 + 1 — 1 =1 e il denominatore tende a 1 + 1 + 2 + 2 = 6, quindi: lim = l
=l +x°+2x+2 6

. Ovviamente numeratore ¢ denominatore, essendo entrambi definiti per

, che puo semplificarsi in

che adesso non ¢ piu una forma indeterminata poiché il
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Il precedente esempio puo essere usato per tutte le forme indeterminate 0/0 rapporto di due polinomi. Ov-
viamente potrebbe capitare che la semplificazione dia luogo ancora a una forma 0/0.

Esempio 33

 — 45 2 _
Vogliamo calcolare lim > b 7x —12xw 12 . Si verifica facilmente che ¢ una forma 0/0. Scomponiamo

=2 x*—5x +9x° —8x+4

3 2
X =2x"+3x-6 .
per x — 2, quindi semplifichiamo il fattore comune, ottenendo lim , che ¢ ancora un forma
=2 x° =3x% +3x—2

0/0. Quindi dobbiamo ulteriormente scomporre ottenendo lim x'+3 _ 43 7 , che non ¢ pill una

=2 x —x+1 4-2+41

forma indeterminata.

In ogni caso le forme indeterminate precedenti si risolvono sempre dopo al pitt un numero finito di passaggi
perché ogni volta che scomponiamo e semplifichiamo otteniamo dei polinomi di grado inferiore, quindi al
massimo dopo n semplificazioni un polinomio di grado n diventa di grado zero, cio€¢ un numero e percio non
ci sara pill indeterminazione.

Per studiare altre forme indeterminate vogliamo porre due nuove definizioni.

Definizione 16

® Se lim f(x)=0,x,¢€ R, diciamo che f(x) & un infinitesimo per x che tende a xo.

X=X

e Se lim f(x)=o0,x,€ R, diciamo che f(x) & un infinito per x che tende a xo.

X=Xy

Esempio 34
Sia x che x* sono infinitesimi per x che tende a zero. In figura li rappresentiamo graficamente

04

0

0 02 04

. 2 . .o« . . .
Vediamo che x” sembra arrivare a zero piu “rapidamente” rispetto ad x. Del resto se confrontiamo le due
funzioni calcolandole negli stessi valori, ad ascisse uguali corrisponderanno ascisse pill piccole per x* piutto-
- -50 . 2 -1 N ‘ N
sto che per x. Per esempio per x = 10 % §iha x* = 107'%°, che & un valore “molto pil vicino” allo zero che
50
non x = 10

Il precedente esempio ci suggerisce di considerare una specie di gerarchia per gli infinitesimi.

Definizione 17

Se f(x) e g(x) sono due infinitesimi per x — X, € R , allora se

e
lim 3
)

(
f(x

=0, diciamo che f{x) ¢ un infinitesimo di ordine superiore a g(x);

. 11m = oo, diciamo che f(x) ¢ un infinitesimo di ordine inferiore a g(x);
X% g ( x)

° Ex; =( #0, diciamo che f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine;
x—)xo g X

/Zf lim / Ex; , diciamo che f(x) e g(x) non sono confrontabili
X=X, g X
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Esempio 35
Due potenze a esponente positivo di x, sono infinitesimi per x che tende a zero, ma si ha:
, |0 seh>k
. X
lim—=<1 seh=k
x—0 x
oo se h<k

Pertanto in generale x”, per x che tende a zero e & > 0, & un infinitesimo sempre pill grande, al crescere di h.

Non ¢ difficile capire che avere determinato un modo per confrontare i diversi infinitesimi puo facilitare il
calcolo di alcuni limiti. Vale infatti il seguente risultato.

Teorema 21 (Principio di sostituzione degli infinitesimi)
Se fi(x) ¢ infinitesimo di ordine inferiore a f>(x) allora hm [ fi(x)+ fo(x )] =lim f, (x),x, € R.

Dimostrazione

Per ipotesi si ha: lim fi(x) =0, quindi: hm [fl + £ (x )] =lim+ f, (x)~{1+ /2 (x)} =lim f,(x).
X%)CO fi (x) x—)XO fi (x) X%)CO

Esempio 36

2
x—1)" —4-x-1 —4.-Yx
Grazie al teorema precedente possiamo dire che lim ( ) =lim 4

m
o 2 (x=1)f 43—l =t 3x—1
1 1

Yx—1=(x—1)3 & un infinitesimo di ordine inferiore a vx—1=(x—-1)2, dato che 1/3 < %a.

—oo . Perché

Analoghe considerazioni possono farsi per gli infiniti.

Definizione 18

Se f(x) e g(x) sono due infiniti per x — x, € @, allora se

o £
g (3)
()

= oo, diciamo che f{x) ¢ un infinito di ordine superiore a g(x);

=0, diciamo che f(x) ¢ un infinito di ordine inferiore a g(x);

x—)xo g ( x)
X
. 11m f(x) =/( #0, diciamo che f(x) e g(x) sono infiniti dello stesso ordine;
e g (x)
° ,Zf lim fEx) , diciamo che f(x) e g(x) non sono confrontabili
X=X, g X
Esempio 37
Due potenze a esponente positivo di x, sono infiniti per x che tende a piu infinito, ma si ha:
0 seh<k
lim x_k =<1 seh=k
X—>+oo X
oo se h>k

Pertanto in generale x”, per x che tende a zero e & > 0, & un infinito sempre pidl grande, al crescere di h.

Anche in questo caso abbiamo un risultato che facilita il calcolo di alcuni limiti.
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Teorema 22 (Principio di sostituzione degli infiniti)
Se f1(x) ¢ infinito di ordine superiore a f>(x) allora lim [ fi(x)+ £, (x)] =lim f, (x),x, € R.
X—>Xg X=Xy

Dimostrazione per esercizio sulla falsariga del Teorema 21.

Esempio 38

2 2
Grazie al teorema precedente possiamo dire che lim 4537 —xt13 = lim 45)2 = lim 5 =

X—>+oo X2+3X3—1 x40y x—4eo

0.

Tenendo conto del precedente esempio abbiamo il seguente immediato risultato.

Teorema 23
oo sen>m

2 n
: . a,tax+ax +..+ax a
Si ha: lim—2>—- 22 =t
e b +bx+b,x” +..+b x b,

0

n

a
=b— sen=m;n,me R.

n

sen<m

Dimostrazione per esercizio
Il Principio di sostituzione degli infiniti ¢ utile per risolvere alcune forme indeterminate (oo — o).

Esempio 39
Vogliamo calcolare lim (\/ X +1-+2x-1 ) Ovviamente il primo addendo ¢ un infinito di ordine superiore

X—>+o0

al secondo pertanto lim (\/ X +1—+/2x— 1) = lim Vx* +1 =+oo.

Concludiamo con alcuni utili limiti.

Teorema 24

. . +oo a>1 ) 0 a>1

Si ha: lim a* = ; lima* = ;
X0 0 O<ax<l x—y—oo +o O<ax<l
lim J ( ) —00 a>1 lim [ ( ) +oo a>1
1im = 5 1im (o X)= .
x50 08 \X +o O<axl X—teo 8a -0 O<ax<l

Dimostrazione omessa
Esempio 40

Possiamo dire che lim (%j =0 mentre lim (%j = +oo,

X—>+o0 X—>+o0
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Verifiche

Lavoriamo insieme

Vogliamo calcolare lim tan™' (x). Ovviamente si ha: limran™ (x)=tan™' (0)=0.

x—=0" x—0"

Calcolare i seguenti limiti

Livello 1

Lomh el dm el e el IR e

2. lim ix (0] limin (x) [~oo] limsin™ (x) ~ [W2]  limsin”(x) [-0/2]

3. }Lron esc (x)  [+e] lir;r:* tan(x) [4o0] lirirrl_ tan(x) [—oo] !{1{)13 cot (x2 ) [400]
o7 .

4. lim In(x) [+eo] Lim 2™ [+e0] lim 27 [0] lim ln(lj [-o°] lim (gj [+o0]  lim (gj_ [+00]

X—>+o00 X—>—o0 X—>+o0 X—>+oo X X—>—o0 x| 3

Livello 2

5. limlog,(2) [+o0] lim log  (2) [—oo] lim log  (3) [0]
x—l1* x—1 x—0*

6. lim cot™" (x) [0] lim cot™ (x) [7] lim sin™' (x) [1/4]
X—>Fo0 X——o0 x—=2/2

Stabilire quali dei seguenti limiti esistono, giustificando la risposta

Livello 3

7. lim sin (x) [No] lim In (lj [Si] lin; sin (x) [Si]
X—>o0 X—>+o0 X x—>

) 1 . 1 . . 1 .

8. lim cot| — [No] lim cot| — [Si] lim ,/— [Si]
x—0" X X—>+oo X X—>+o0 X

9. lim(vV=x’-x=1]  [No] lim (V=2=x-1)  [Nol lim (V=x—1) [Si]

Lavoriamo insieme

. . 2x —T7x*+2x" +18x° —24x+9 o .
Vogliamo calcolare lim . Sostituiamo 1 a x, ottenendo sia al numeratore

=1 21x° =51x* +32x° +8x* —13x +3
che al denominatore 0. Abbiamo quindi che (x — 1) ¢ il fattore che provoca I’'indeterminazione, dobbiamo
percio “esplicitarlo”, scomponendo i due polinomi.

‘2 -7 2 18 —24‘9

21 -51 32 8 —13‘3

1 2 =5 -3 15(9¢1 21 30 2 10|-3
2 -5 -3 15 -910 21 =30 2 10 =310
(2x* =5 =3x* +15x-9 4_5,3_ 1.2 _
Pertanto il limite diventa: lim M ( ) =1lim 255 =05 —S¥% apLoRl)

o1 (xT) (212" =302° +2x° +10x-3) 1 21x* =30x" +2x° +10x -3

che ¢ ancora una forma indeterminata 0/0, quindi vuol dire che il fattore (x — 1) ¢ contenuto piu di una volta.
_ ‘ M~(2x3—3x2—6x+9)
Continuando a scomporre otterremo: lim

o1 (3] (212" =92% —Tx+3)

di almeno uno dei due polinomi, in realta di entrambi, quindi 1’indeterminazione non ¢ pill presente € pos-

. Co2X=3x"-6x+9 2 1
siamo concludere: lim 5 > =—=—.
L2 x" —9x" —T7x+3 & 4

. A questo punto 1 non ¢ pill uno zero
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Calcolare i seguenti limiti (non tutti sono forme indeterminate)

Livello 1
. x -1 .ox—1 .ox =1 . x -1 . x+1
10. lim 2]  lim—; [Y2] lim ~ [+eo]  lim [0] lim— [- 2]
-l x—1 -l x° —1 x—l*t (X—l) x—>-1 x—1 x—>-1 x° —1
¥ —x-1 x -8 X +8 X —4x*+9
11. lim—— +o0 lim 0 lim 0 Iim——— 3/7
=l x” +2x+1 o] =2 x7 +4 0] =2 x> — 4 0] =3 xt+x—12 /7]
©+8
_ 2 2 2 2 4\7a
12. hmx o C1 ime Tl i T pm am| 22 e
=0 x* 4 x x_>%4x -2x =T X—TC =2\ x+2
31 v 201 201
—1\ox?43,—2 3 2 _ 3x+2 2 _ 3x+2
13, 1im(2f ljg " v lim | 2% 0 fim |2 "% [+oo]
x_% x" =1 2 2\ 12x"=x-6 s 2\ 12X =x-6
R 3
x+2 x+2
3 _ 2 _ x*-16 — 2 _ x*-16
14 Lm x3 3x2 5x+4 (o] lim X =3x"=5x+4 (0]
=4 X7 =5x"+3x+4 =4 | X0 =5x" +3x+4
X =7x+10 X2 —8x+15
3 _ 4% — X’ +6x-55 35,2 O x’—8x—12
15.  lim )g 4x2 Ox+5 [+00] lim| - 5)26 +3x+9 (242
=5\ X =Tx"=5x+75 =3\ x° —8x* +21x—18
X +6x+5 X 43342
3 2 X’ —2x-3 3 2 _Ax—8 \?-3x-10
6. Tim|* +34x +5x+2 3] lim x3+2x2 4x—-8 (227
x—>-1 X —=3x-2 =2 x"+5x"+8x+4
Livello 2
17, i Y] e dim ! ol Im Y2 (g i Y2
-l x— st x7 =1 x—2F x=2 x—2" x —
18, lim V1-3x-2 [_%] Ax—x—6 J_ { } im X2 (0] tim 2x—J§ {i}
’ -1\ /2x+3 — x—>3 x -1 \/g =2 x2 =2 x—>x/— +1=-2 \/g
2
19 Tim +20 5 /5] hm2x 35x +24x 1 (1/3] lim3x3 10)62 +4x+8 (0]
ok 1-+/x* — =l 2x" =3x"+1 =2 P =2xrP+x=2
4 3 2
0.  fim 3x° 3+10)2€ +11x+4 (o] limx : Tx ;|-17x2 17x+6 (V4]
=t xT—x"+3x-3 ol X"+ 2x" —4x"—2x+3
4 3 2 5 4 3 2
ol fim +6x +312x +210x+3 [hoo] lim =~ +6x"+11x" +2x"—12x-8 (3/5]
1 x4 xt—6x° —14x* —11x -3 =2 x4 6x* +13x° +14x% +12x+8
X +6x" +8x° —2x° —9x—4 ) 2 +25x" —9x° —9x* —54x+ 54
22, lim— Z S > [0] lim — S 3 > [+o2]
o1 4x” +5x" +10x" +12x" —6x—-9 =3t 4x” —25x" +46x° —34x" +42x -9
5 1044 3 2 4 3 2
23 Tim 4x5 19x4+24x3+7x : 28x+12 (3/13] lim X +7x"+16x" +15x+9 [oo]
=2 7x =29x" +39x" —33x" +32x -4 -3 x° +10x* +37x° +63x* +54x+27
Determinare il valore del parametro k in modo tale che sia vera I’uguaglianza
Livello 2
3 4.2 3.2
4. limk3x 4x +x+6:_§ (1] limk3x 4x +)c+6:_4 ks 1]
=2 ' —(k+6)-x+6 5 =2 x° —(k+6)-x+6
2k +1)-x° +4x* +x-6 2k+1)-x° +4x> +x-6
25, tim ¢ 3) S (@] fim & 3) rravraTh_ 3 [0]
x=-2 x =T-x+k-6 x=>-2 x=T-x+k—-06 5
*+(3k=2)-x*+19x° +25x> +16x+4 =720
%. tim k=) a =0 [0]  lim <X oI AAerak 1oy
1 +8x* +25x° +(Tk +3)- x> +28x+8 =2 (k+1)-x*—19x" +42-x+4k 2
Livello 3

Studiare i limiti seguenti al variare del parametro reale k
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1
32 L
27, 11@% ; *#0
(2k+1)-27 - -1 k=0
- o k#—1/4
23 lim 3k-x*—x+k
O+l 1/6  k=1/4

Lavoriamo insieme

2% —x* +2x° +8x* =2x+9
Vogliamo calcolare lim S 2 5
x>t D) —5x" +3x —x+3

24 2

limite diventa: lim —4—— =—

x—>+oo21/\/( 21

1 (3k +2)-x—2

4
k-x"—k (0]

(k+1) x> —4k—4 =8 e
k+2

2 (k+2) x—k-2

. Applicando il principio di sostituzione degli infiniti il

Usando il principio di sostituzione degli infiniti calcolare i seguenti limiti.

Livello 1
29 lim 3xt = +7x° -6 [3]
T 20— x Xt —x
5 4, .3
0. lim 2x —x"+x +18 [oo]

woe —5x* 4 3x° +18x% —3x+23

31 g Y2 I {— 3}

X—>+°°1\/7x+7z'x—3 5

Tx-2
2 3x+1
2. fim | 221 [(5/3)"] lim (4"“
xotee| 3x7 —x xote\ Tx =3
o
3. dim [ DX [0] lim
x| Sx—1 vt 41x—1
2x° —x* -5 =
34.  lim| ———— [8/27]
3 2
xote| 3x7 —x"+ X
35 i 2x° —x*—x iif;:;
. lim | ——— 400
xote| - Tx* =5 rec]
2x° +x° +4x 2)(‘:;4
36. lim|————— (0]
il 3x7 —x—2

2fxt — 7t + 24 +183x* -2

37. im [-2/51]

H+°°21\/_ 513x* 4324 +13x+3
5. lim12\/x7—17\/x7—8\/x7—24 551

e ol 53 13y —3x
73 124~ 1

39.  lim [—oo]
X—>+oo 29/x7 +53/x4 +3[x5 _5
Livello 2

40. Ilim —— [-1] lim ——[1] lim

2" -1
X—>—o0 /x 11 4o /x +1 wostoo 000 0

81

12x+1) 205

5x' X +2x7+3
lim -1
o 2xt = X7 —4x? —x -1
lim 6x* +x° —32x> —49x— 4478 (0]
v 2x=3xt+x74+2x° -1

Qex’ — \/§x4 +7°x° +x* =2
im

x4 347 — \/gx2 +ex’—1

(2]

xXP—x x—2
j3x +x—1 i/g lim (5x+3}x+3x -1 [1]
7 X—>+oo Tx

2437

[4o0] lim (12x+1j 2045 (0]

wore 41x—1
4x’ —x* =2x+1 e
lim 1
X—W( 2%+ x4+ X j H
25 —x45
3% —x% 4+2x |4
lim 0
x—>+°°(x3—x2+2x—1 0]
30 +x42
4x° +x* =8 | 310
lim| ————— 400
Xt ( 3% +x% +8x ree]
Vxt = +23x7 +8Yx” —4x (2/3]

e st 2300+ 13
. 4\/7 2 +24x° +2x+9

o sl s
Sxt — 4+ —2x

lim [0]
et —2]Ix° +8Yx —3x
l
tim 22 101 tim " o) i [2EE2 (g
x40 D xteo X x40 \| x° — x
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Determinare il valore del parametro k in modo tale che sia vera I’uguaglianza

7 o (5k+3) X X+ 47 5
== [1] lim = [28/5]
3 i (2-Tk)- X =x*+3 6

(4k+1)x3—x2+1 9

(8—3k)x"—2x*+1 11

42. i — -1 li == 77125
SET(542k)x =3¢ 3 -1 A (5k—8) X —2x43 5 77723]
Livello 3
o (2k-1)x7 =347 3 o (3-4k)x’ =X +1
43.  lim 5 =—— [V2] lim 5 =+o0 [-Y2 <k < %]
i (4k+2)-x* —x+3 4 ot (2k+1)- x> —2x
_ (Bk+1)x* —x+1 _ (4-3k)x* -1
44.  lim = —o0 [-3/5 <k <-1/8] lim 7 = [k #2/7]
ot (5k+3)-x+3 ot (7 =2k) - x* —2x+3
_ 3_ 2 3_ .2 _
45, (3—4k)x’ —2x %) lim (11k+1)x° —x* +2x 1:0 (VkeR]

im 5 =
ot (Th+3)-x7 +2x—1
Studiare il valore del limite al variare del parametro k

o (5k+7)-xt 2% +1

46. lim

0
e o —(k+1)x 0 k=l S

(k+1)~x3—x2+x k+1 k+-1 ) (2k—1)-x3—x2+1 1
oo (k+6)-x7+1 2

+oo k<—lvk>0
2

2k +1)-xt +4x° 1 .
47.  lim 3 -0 ——<k<0 lim 3
xovee foex” =T x+k 2 e (k4+1)-x7 —x

8 k=—

Lavoriamo insieme

Vogliamo calcolare [lim (\/ 3x—1-~/Tx+ 2) . Abbiamo a che fare con una forma indeterminata +oo — oo, Per

X oo

eliminarla possiamo razionalizzare 1’espressione:

. (\/3)6—1 —\/7x+2)~(\/3x—1 +\/7x+2) e 3x+1-7x-2 _ e —4x—1

e V3x—1++/7x+2 st [3x—1+Tx+2 = 3x—1+/Tx+2
Adesso applichiamo il principio di sostituzione degli infiniti, ottenendo: lim A =—o0.

s [3x ++[Tx

In effetti tale principio potevamo applicarlo subito: [lim (\/§ —J7x ) = lim (\/5 T ) "X =-—00.
Calcolare i seguenti limiti
Livello 1
48.  lim(\13x—2 ~/13x+8) 1 tim{V¥ —1-vx +2x) 1]
49, lim(\/3x* —x—1-4x" +3) [oo] lim(v2x* =325 +x) [-V2/4]
50.  lim(vx—8 —17x+3) [—oo] lim{* =3 —x* +x-1) [ 4]
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51.  IlimW3x " —x+1—-+x"+2x—-4 [+oo] limW-x"—x+3—-+v-2x" +x [—oo]
(\/ 2 \/ 2 ) _(\/ 3 \/ 3 2)
Livello 2
e | J3 N+ x—1-+/2x+3
52. —_— lim [ V2]
H*"" \/3x —x—/4x 3 x_>+°°\/4x2—2x+1—\/x+2
53 \/x —x+1-+2x-1 1] lim V5% +2 —/4x+3 \35
m S5x+1 -+ —2x e 732 =5 = Bx+1 7
s g Y26 —5x+43 Jia o N3E 5 V22— x 62
' "_)+°°\/7x +2—Jx—2 7 =i 2% +1-+x—1 2
. 27+3° -1 . 20=3 . 8 -1
R AT B ool e T ool
3-2°+1 1-5° 5.7 ++3"
56. lim ——— 3/7 li —o0 lim —————— 5/m
XLTN7-2X+X—1 [ ] xiToo 4x [ ] xi’/ﬁo 7[x+1+_x2 [ ]
Livello 3
2 2 3 1 3
57 lim \/x xX— \/x +1 [oo] lim \/2x 1 \/2x +3 (0]
e J5x 3 —x—2 = 332 —3 357 —x+1
g iy VXA =4P -3 3] o A=x—5-x o0
Ko 3\/x2+x+1—\/9x2+1 H‘“’S\/x -1- \/25x +x+3
Determinare il valore del parametro k in modo tale che sia vera I’uguaglianza
Livello 3
59 lim (27 = (k=1)-x k- 2 )=—g 2]
60 lim (\[(4k+1)- 2 +3x—1- [ +(3k=1)-x-2) =1 1]
6l1. lim( 4k+1)-x*+3x—1— \/x +(3k—1)-x— 2):2 [0]
62 lim (\[(4k+1)- 7 +3x—1 =[x+ (3k=1)- x=2 ) = oo k> 0]
Studiare il valore del limite al variare del parametro k
oo k>0 ]
63 lim ([ =(k=1)-x—(k+1) 1) o —1<k<0
1/2 k=0 ]
+oo k>1/2]
64 lim (f(4k-1) - +3= [ +(k-1)-x-2) o 1/4<k<1/2
0 k=l/2_
65. lim(\/(2k+1)-x2+x—\/(2k—1)'x2—2) [+o0 se k > Y2; Non ha senso per k < %3]
6 lim ke +x+1-4x* =3 {\/5 k=1
= Jle+1) 2 a1 = (ke +1) 27 +1 oo k>1
Jk=1)x% +k-x = J(k=1)-x* +1 L
67. lgﬁo k-1
= J(2k=1)-x* +2 - J(2k~1)- +k - x—1 o o1
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Teoremi sulle funzioni continue

Le funzioni continue godono di molte altre proprieta. Per esempio il fatto che la convergenza avvenga in
modo “continuo” e non “a salti”, implica il seguente risultato.

Teorema 25 (di permanenza del segno)
Se f (x) & continua in xo e lim f (x)>0(<0) allora esiste L(xo), per cui f(x) >0 (<0), V x € L(xo).

Dimostrazione
Consideriamo il caso che si abbia lim f (x)=¢>0, noi sappiamo che cid significa che per un dato numero

.X—)XO
positivo € esiste un intorno I,(xop) per il quale si ha: € — € < f(x) < ¢ + €. Ma allora se scegliamo un € tale che
sia £ — € > 0, il che pud sempre farsi poiché ¢ > 0, avremo che fix) >¢—¢€, V x € I,(xp), che ¢ proprio quello
che volevamo dimostrare. Analoga dimostrazione se fosse ¢ < 0 o se ¢ ¢ uno dei simboli tco.

Esempio 41
Vogliamo provare che il teorema precedente non ¢ invertibile, nel senso che non ¢ detto che se una funzione

¢ positiva (o negativa) in un intorno completo di x, allora anche lim f (x) ¢ positivo (o negativo).

X—)XO

Intanto il limite potrebbe anche non esistere, per esempio non esiste lim sin” (x). Ma anche se il limite esi-

X—>+oo

stesse, come per esempio lim x*=0,non e positivo, nonostante sia > 0,Vxe R.

x—0

Se poi le funzioni continue sono definite su intervalli chiusi valgono anche molte altre importanti proprieta.

Teorema 26

Se f(x) € continua in [a; b], allora essa ¢ limitata in [a; b].

Dimostrazione

Dobbiamo dimostrare che non & possibile che esista xy € [a; b] per il quale si abbia lim f(x)=+c o
.X—)XO

lim f (x)=—cc. Infatti per la continuita & lim f (x) = f(x,)€ R,Vx, € [a;b].

X=Xy X=X

In effetti vale un risultato anche piu importante.

Teorema 27 (di Weierstrass)

Se f (x) ¢ continua in [a; b], allora essa ammette in [@; b] minimo e massimo.

Dimostrazione

Supponiamo per assurdo che non esista il minimo, ciog si abbia f(x)# iI[lfb] f(x)=1,Vxe[a;b], allora

possiamo considerare la funzione g (x) =——— che ¢ ovviamente continua in tutto [a; b], dato che il de-

f(x)-1
nominatore non si annulla mai. Questa funzione, per il teorema precedente, deve essere limitata, ma cid non

¢ vero. Infatti per le proprieta dell’estremo inferiore Ve>0,3xe[a,b]: f (;)<I +¢&, ma allora

- 1 - . . < .
f (x) —I<eE=>——=¢g (x) >£,Ve>0, che vuol dire che la funzione g non ¢ limitata superiormente.
f(x)-1
Essendo arrivati a una conclusione assurda vuol dire che ¢ falsa I’ipotesi che la f non abbia minimo, quindi
c’¢ I’ha. Analogo procedimento possiamo fare per il massimo.

Esempio 42
Vogliamo mostrare che entrambe le ipotesi di continuita e di definizione su un intervallo chiuso sono indi-
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spensabili per la validita del teorema di Weierstrass.
e Per esempio la funzione f (x) = 1/x, definita in qualsiasi intervallo chiuso che contiene lo zero, non & con-
tinua per x = 0 e si ha: lim l = —oo, lim l =+oc0. Quindi la funzione non ¢ limitata in ogni intervallo che
x=0" x x—=0" x
contiene lo zero.
¢ Invece la funzione f (x) = x, continua in tutti i reali, se la definiamo in un intervallo non limitato, per e-
sempio in [1; +e0), in essa ha minimo, per x = 1, ma non ha massimo, poiché lim x =+co.

X—>+o0
¢ QOvviamente possiamo anche avere funzioni non continue che invece hanno massimo € minimo, anche in
intervalli non limitati. Per esempio la funzione sin(1/x), che non ¢ continua in x = 0, ha minimo, che vale
ovviamente —1, e massimo, che vale 1, in qualsiasi intervallo, limitato o illimitato, contenente o no, x = 0.

I protagonisti

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass nacque a Ostenfelde il 31/10/1815. Per ragioni di lavoro il
padre si sposto frequentemente per la Germania, Karl mostro subito spiccata predisposizione per
la matematica, nonostante facesse dei lavoretti per aiutare la famiglia. All’Universita pero, per
volere paterno, si iscrisse a un corso che prevedeva sbocchi lavorativi nell’ Amministrazione
pubblica. Comunque continud a studiare matematica in modo autonomo. Finalmente, dopo avere
abbandonato gli studi stabiliti dal padre, si iscrisse all’accademia di Miinster, dove comincio a studiare ma-
tematica, conseguendo 1’abilitazione all’insegnamento nelle scuole secondarie nel 1840. Cominciod a inse-
gnare 1’anno successivo. Nonostante pubblicasse abbastanza frequentemente articoli di alta matematica, ri-
mase sconosciuto ai piu, fino al 1854, anno in cui pubblico un importante articolo di matematica superiore
su una prestigiosa rivista. Cosi comincio a insegnare all’Universita. Il teorema che oggi porta il suo nome ¢
contenuto in lavori del 1859/60. Mori a Berlino il 19/02/1897 dopo 3 anni di invalidita quasi totale.

Un altro risultato intuitivo € quello che puo essere la traduzione matematica dell’ovvio fatto che se passiamo
dalla Francia all’Italia, dobbiamo passare per forza per il loro confine.

Teorema 28 (di esistenza degli zeri)

Se f (x) € continua in [a; b] e assume valori di segno contrario agli estremi, cioe fla) - f(b) < 0, allora esiste
almeno un valore ¢ interno ad [a; b] in cui la funzione si annulla, cioe f(c) = 0.

Dimostrazione omessa

Non abbiamo presentato la dimostrazione, ma nell’esempio seguente facciamo vedere come possa ottenersi.

Esempio 43

Consideriamo la funzione f (x) = X +x+1,in [-1;0]. Siha: f(-1) = (—1)3 + (-1) + 1 < 0, mentre invece si
ha £ (0) = 0> + 0 + 1 > 0. Dato che dobbiamo passare da —1 a 1, dobbiamo ovviamente passare anche per lo
zero. Dove potrebbe essere questo zero?

Proviamo a cercarlo nel punto di mezzo del segmento: f (—2) = (—1/2)3 - % + 1 =23/8 >0. Non lo abbiamo
trovato, ma avendo ottenuto un valore positivo, possiamo restringere la nostra ricerca all’intervallo [-1; —2],
perché ancora una volta abbiamo un intervallo in cui si passa da un numero positivo, 3/8, a uno negativo, —1.

-1

Proviamo ancora una volta a vedere cosa accade nel punto medio: T2 = —% , f(=34)=-11/64 < 0. Anco-

ra una volta non siamo riusciti a trovare lo zero, ma abbiamo di nuovo ridotto 1’intervallo di ricerca, che a-
desso ¢ [— 34;-Y2]. Ovviamente il procedimento potrebbe non terminare mai, ma ¢ facile capire che stiamo
effettuando un procedimento di limite, che puo farsi grazie alla continuita della funzione, che ci fara arrivare
allo zero con il grado di approssimazione voluto. Per il momento possiamo dire che la soluzione x verifica la
disuguaglianza: -3 = —0,75 < x < —%2 = —0,5. Quindi ¢ un numero negativo la cui cifra intera ¢ 0, mentre la
sua prima cifra decimale ¢ 5, 6 o 7. Continuando il procedimento possiamo determinare le successive cifre
decimali, almeno in linea teorica, dato che sono infinite.

Il teorema precedente ¢ importante proprio per risolvere equazioni che non sappiamo risolvere con metodi
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elementari. Ovviamente la risoluzione sara approssimata. Nelle verifiche riprenderemo e chiariremo la que-
stione.

Una generalizzazione del teorema precedente ¢ la seguente.

Teorema 29 (di esistenza dei valori intermedi)

Se f (x) ¢ continua in [a; b], allora la funzione assume ogni valore compreso tra il suo minimo e il suo mas-
simo, cioe comunque consideriamo z € [ )Crer[lig], gl[;a{b(] } esiste almeno un c: a < ¢ < b per cui si ha f(c) = z.
Dimostrazione

Per il teorema di Weierstrass la funzione ammette minimo, m, € massimo, M, assoluti. quindi vuol dire che
esistono xi, x» € [a; b], per cui si ha: flix;) = m e f(x,) = M, supponiamo che sia anche x; < x,, il che non infi-
cia la dimostrazione. Adesso consideriamo la funzione f(x) — z, in cui z € (m; M), questa ovviamente ¢ conti-
nua in [a; b], quindi anche in [x;; x2]. E si ha ovviamente f(x;) —z <0, e f(xy) — z > 0, quindi possiamo appli-
care a essa il teorema di esistenza degli zeri nell’intervallo [x;; x»]. Percio esiste ¢ € [x1; x2] < [a; b], per cui
si ha: f(c) — z=0 = f(c) = z, che ¢ proprio ci0 che volevamo provare.

Ancora una volta vogliamo far vedere che le ipotesi del teorema sono tutte indispensabili.

Esempio 44

¢ Consideriamo di nuovo la funzione f(x) = 1/x, per la quale si ha f{-1) = -1 <0 e fi2) = %2 > 0, eppure la
1/x # 0 sempre. Il teorema di esistenza degli zeri non puo essere applicato perché la funzione non ¢ conti-
nua in tutto [-1; ¥2].

® Analogamente ¢ indispensabile la condizione di continuita. Per esempio la funzione

x+2 x<l1 ) ) ) o
f (x) = 3 = non ¢ continua in x = 1, nell’intervallo [0; 2], eppure ha ugualmente minimo, 2, e
+x x2

massimo, 5. Ma non ¢ vero che assume tutti i valori compresi tra 2 e 5, come mostrato nel grafico seguen-

5.4

te.

Verifiche

Stabilire a quali delle seguenti funzioni si puo applicare il teorema della permanenza del segno nel
punto indicato

. fo=x*+x+1,x=1 [S1] fx)=x"+x,x=0 [No]
2 f)=2t [No] F(x)=va+l,x,=-1 [No]
3. fx)= sin(2;+ 1),x=0 [Si] fx)=tan(x —2),xo =2+ /2 [No]
4. ) =i(*-2),x=3 [No] fx)=e", x=0 [No]
5. fo)=sin+ 1), x0=1 [No] F(x)=1-x,x,=-2 [Si]

Stabilire a quali delle seguenti funzioni si puo applicare il teorema di Weierstrass, nell’intervallo indi-
cato. Per quelle per le quali non ¢ possibile, dire se hanno minimo o massimo assoluti
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6. f(x):x2+x+ I,xe [1; +00)  [No; Xy = 1; no Max| f(x):rx—Lxe [2; 5] [NO;xm=2;xm=15]
7. fx)=x+2,xe (1;3) [No; No min, no Max] f(x)= 21+1 ,xe[-2;2] [Si]
X
8. f(x)zsin(iszlj,xe [1:3]  [NO; xm=-1,xy=5] f(x)= le_l,xe [2;3] [Si]
9.  f(x)= x+24 xe[1;3] [No; No min, no Max]  f(x) x2+2 ,xe[3;5] [Si]
10.  f(x)= szz, e[-3-1]  [No,xm=-1;xm=-3] f(x) =sin'2x + 1), xe [-1; 0] [Si]
2 —

Stabilire a quali delle seguenti funzioni si puo applicare il teorema di esistenza degli zeri,
nell’intervallo indicato. Per quelle per le quali non e possibile, dire se ugualmente si annullano nel da-

to intervallo

1. fl)=x*+x,xe [-1;1] [No; xo = —1]
12. fl)=x+2x—-1,xe [-2;2] [Si]
13, f(x)= 21 1,xe [—k; k], k=0 [No; No]
2
2
4 f)=2"2 re 233 [No; xo = 2]
—
15. fix)=logr(x+ 1), xe [-2; 1] [Si]

fx) =lx + 2], xe [0; 5] [No; No]
fix) = ¢!, xe [-5000; 7000]  [No; No]
f(x):;;__l xe [-1:2] [No: No]
f)=(+ 1 xe [-1; 1] [No; No]
fx) =log.1(2), xe [-Y2; 1] [No; No]

Lavoriamo insieme

Data I’equazione T = 2x*+8x+5=0, vogliamo determinare una sua soluzione approssimata al primo de-
cimale. Possiamo usare il teorema di esistenza degli zeri, cercando un intervallo in cui la funzione associata
all’equazione assume valori di segno contrario.

Siha:7-(-1’=2-(=1*+8-(-1)+5=-12<0; 7-0°-2-0°+8-0+5=5>0, quindi una soluzione
appartiene a [-1; 0], cioe la sua parte intera ¢ —0. Adesso dobbiamo trovare la sua prima cifra decimale. Cal-
coliamone il valore nel punto medio x = —%2: 7 - (—1/2)3 -2 (—1/2)2 +8-(-2)+5<0

Quindi I’intervallo in cui la funzione assume valori di segno opposto ¢ diventato: [— ¥2; 0]. Consideriamo di
nuovo il suo punto medio x = —Ya: 7 - (—%)3 -2 (—%)2 + 8 - (-%4) + 5 > 0. Percio adesso cerchiamo
nell’intervallo [—}2; —%4]. Avendo notato che il valore calcolato ¢ “abbastanza” lontano da zero, piuttosto che
cercare nel punto medio del segmento potremmo cercare in un valore pill vicino all’estremo sinistro, per e-
sempio in —0,4. Abbiamo: 7 - (—0,4)3 -2 (—0,4)2 + 8 - (-0,4) + 5 > 0 percio l'intervallo ¢ [-0,5; —0,4]. Ma
allora abbiamo finito, perché tutti i valori interni al dato intervallo hanno prima cifra decimale 4, quindi
I’approssimazione cercata ¢ —0,4. Se continuiamo il procedimento possiamo ottenere altre cifre decimali, per
esempio le prime tre cifre esatte sono: —0,474.

Determinare una soluzione approssimata al primo decimale delle equazioni seguenti
Livello 2

16. 3X°-x*+x-4=0 [x=1,1] 3x +x24+3x-4=0 [x=0,7]
17. 2x° +4x +3x-4=0 [x = 0,6] 208 — 4 +3x-5=0 [x=1,9]
18. 4 +x*-3x-5=0 [x=1,2] 5x 7x -5=0 [x=1,8]

19. x4—x2—x 5=0 x=-1,5vx=1]7] X+ 2x -1:0 [x=-04vx=11]
20. X+x-1=0 [x =0,8] X-xX-x-2=0 [x=1,4]

Livello 3

21. x-sin(x-1)=0 [x =-0,9] x+In(x+2)= [x =-0,4]
22. x+2-¢'=0 [x=-1,8vx=1,1] sin(x) = ée* [x =-3,1]
23.  sin(x) = In(x) [x=2,2] e +Iinx)-4=0 [x=1,3]
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I limiti notevoli

Il problema

. ... sin(x)
Il seguente limite lim

¢ una forma indeterminata del tipo 0/0, eppure non riusciamo a trovare un fat-
x—0 X

tore indeterminante come successo nel caso dei limiti del rapporto di polinomi, poiché la funzione al nume-
ratore non ¢ un polinomio. Come possiamo allora risolvere 1’indeterminazione?

Il precedente problema puo essere risolto con un semplice ragionamento.

Esempio 45

0

In figura abbiamo rappresentato due funzioni in un opportuno intorno di 1 |’ ' . Entrambe le funzioni

sono continue per x = 1 e si ha lim f (x) =lim g (x) =3, ma allora se riuscissimo a “inserire” una terza fun-
x—1 x—1

zione fra le due, in questo intorno, possiamo concludere che anche per essa si avra lim/(x)=3?
x—1

La questione sollevata nell’esempio precedente ¢ risolta dal seguente risultato.

Teorema 30 (del confronto)
Siano f{x), h(x), g(x) funzioni continue in un intorno di xj e, nello stesso intorno, si abbia: fix) < h(x) < g(x),

si abbia inoltre lim f(x)=1im g (x)="/e€ R, allora si avra anche lim h(x)="¢.

Dimostrazione
Consideriamo il caso che il limite sia finito, in modo analogo si procedera se infinito. Per ipotesi abbiamo

che per ogni numero positivo € esistono due intorni di xo, I, (x,).7, (%), per cui si ha:
(—e< f(x)<l+eVxel (x);l-e<g(x)<l+¢Vxel, (x,), considerando il pitt piccolo fra i due in-

torni e I'intorno in cui ¢ verificata la disuguaglianza fra le tre funzioni, che indichiamo genericamente con
1,(x,), varranno entrambe le scritte, cio¢ avremo: /—€< f(x)< g(x)<(+€,Vxe I, (x,), ma allora & an-

che (—e< f(x)<h(x)<g(x)<l+eVxel (x,)= limh(x)=".Questae la tesi cercata.
Vediamo un’applicazione.

Esempio 46

Come mostrato dalla seguente figura = = ® @ = g ha: DE =sin(x),BD =x, BF =tan(x) che

sono tutte funzioni continue in un intorno destro di 0. D’altro canto si ha anche DE < BD < BD < ﬁ, cioe,
trascurando il segmento BD, avremo: sin(x)<x <tan(x). Le tre quantitd sono positive, quindi dividendo
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per una qualsiasi di esse la disuguaglianza continua a essere valida. Dividiamo per sin(x).

X 1 L .. . . . . .
1< < . Poiché anche queste tre funzioni sono continue in un intorno destro di 0, e poiché

sin(x)  cos(x)

lim 1= lim
x—0* x=0" cos x)

=1, siamo nelle ipotesi del teorema del confronto e possiamo dire allora che si ha anche:

lim —
x=0" sin (x)

=1. Osserviamo che il precedente limite ¢ una forma indeterminata 0/0.

Il precedente esempio permette di dimostrare facilmente il seguente risultato.

Teorema 31

sin(x
Si ha: lim ( )=1
x—0 X

Dimostrazione

. , . ... sin(x) 1
Per quanto visto nell’esempio e poiché lim = =1.

x—0 hm :
x-0" Sin (x)

: e _ . sin(x) . sin(-x) . —sin(x)

Per quanto riguarda il limite sinistro abbiamo: lim =lim ———~=lim ————~=1.
x—=0" X x—0" —X x—=0* —Xx

Il precedente limite viene detto notevole e pud essere generalizzato al seguente risultato.

Teorema 32

lim f (x)=0,z€ ﬁ:an:L
x>z x>z f (x)
Dimostrazione

Basta applicare il precedente teorema e il teorema 14 sul limite delle funzioni composte.

Nel precedente teorema 1’angolo deve essere misurato in radianti non in gradi sessagesimali. Cosa accade in
caso contrario?

Esempio 47

Quanto fa limM

x—0 X

? Trasformiamo I’angolo da gradi sessagesimali a radianti:

( 180) ( 180)
sSin| xX-—— Sin| X-——
lim = lim 2/ —lim T) % _ | F_*%

x—0 X x—0 X x—0 e @ 180 180 180
T

sin(x°)

Osserviamo anche che il limite & calcolato per qualsiasi valore della retta reale, quindi anche per uno dei
simboli pitt 0 meno infinito.

Esempio 48

T2
X

x>0

Calcolare lim x-sin( j Cosi come ¢ scritto abbiamo a che fare con una forma indeterminata del tipo
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sm( o j
o-(), ma possiamo scrivere anche: lim + che ¢ adesso del tipo 0/0 e rientra nelle ipotesi del teore-
X—>+o0

sm( J —32 j 3
ma 32: lim 1x = hm 3x — —=0. Per il calcolo abbiamo usato il limite notevole per il
X—>+oo X—>+oo x—>+eo X

X x2

primo fattore.

Dal precedente seguono altri limiti notevoli.

Corollario 1

Vedremo altri esempi nelle verifiche. Vogliamo invece studiare altri limiti notevoli che possano aiutarci a
risolvere altre forme indeterminate che non riusciamo a calcolare con le tecniche viste in precedenza.

Teorema 33

Osserviamo che il precedente limite ¢ una forma indeterminata del tipo 1. Anche in questo caso abbiamo
un risultato pil generale.

Teorema 34
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Esempio 49
3 2x
Calcolare lim (1+—2j . E una forma indeterminata del tipo 17, che puo essere fatta rientrare nelle ipotesi
X—>+oo X
[ 2 —i,z,c
2x £ |
3

. . 1 . 1 ,. .
del teorema 34. Basta scrivere: lim | 1+—| =1lim||1+— . La parte all’interno delle parentesi

X—>+oo X X—>+o0 X

3 3

quadrate si calcola con il teorema 34, pertanto il limite da calcolare ¢ lo stesso del seguente, piti semplice:

6 2x
- N ) 3
lim e e poiché I’esponente tende a 0, avremo: lim (l +— | = e =1.
X—>+oo0 X—>+oo X

Il limite del teorema 34, permette di stabilire un altro limite notevole.

Teorema 35

) . In(1+x)
Si ha: lim——~=1
x—0 X
Dimostrazione
Possiamo scrivere, utilizzando le proprieta dei logaritmi:
In(1+ 1
fim 2100) 1im[l-ln(1+ x)} - lim[ln(1+ x)x}
x—0 X =0 x x—0
Calcoliamo il limite dell’argomento, che rientra nelle ipotesi del teorema 34, poiché lin(}l = €
X x
1
1 1 1
lin(}(l +x)x = lim 1+T = ¢, quindi per il teorema 14, avremo: lim [ln(l +x)x } =in(e)=1.

X
Il precedente limite ¢ una forma indeterminata del tipo 0/0 e puo essere esteso a logaritmi con base generica.

Teorema 36
log,(1+x) 1

Si ha: lim = .
x50 x In(a)
Dimostrazione
l 1 In(1 In(1
Basta applicare il cambio di base: lim 98, (1+x) =lim a(ke ==lim al +x)‘ ! = !
x50 x =0 x-In(a) =0 x In(a) In(a)

Si ha un risultato piu generale.
Teorema 37

log,[1+ ] —
lim f (x)=0= lim 2ol f(x)_ = ! ,z€ R.

oz x5z f(x) ln(a)

Dimostrazione per esercizio

Esempio 50

In(3—x) .
Calcolare lirr21(2—4) . E una forma indeterminata del tipo 0/0, che puo rientrare nelle ipotesi del teorema
xX—> X —
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in(3- in[1+(2- m[1+(2-x)] -
36. Si ha: im0 _ i n@-y] _ [1+C-2] 1 _ 1
=2 xP =4 o2(2-x)-(x+2)(-1) =2 (2-x) x+2 4

Ancora un limite notevole.

Teorema 38

Si ha: lim< —1 e, pitl in generale, lim < -1 In(a)
=0 x =0 x

Dimostrazione

Detto log,(1+x)=p=1+x=a’ =>x=a’-1, quindi il risultato del teorema 36 diventa:
P

= = n(a) , ovviamente il nome scelto per la variabile & puramente simbolico, quindi possiamo an-
P20 gt — nla

che scrivere: lim—>— = L = lim 1:ln(oz).
=0g* =1 In(a) =0 x

Come ovvia conseguenza si ha il seguente risultato.

Corollario 2

X

Siha lim& —1=1.

x—0 X
Dimostrazione per esercizio

Il limite del Teorema 38 ¢ una forma indeterminata del tipo 0/0. Ecco il risultato piu generale.

Teorema 39
f(x) -1 _

lim f (x)=0=> lim = —In(a),zeR.
x>z x>z f ( x)
Dimostrazione per esercizio
Esempio 51
x-3 .
Calcolare lirrg}T3 . E una forma indeterminata del tipo 0/0, che puo rientrare nelle ipotesi del teorema
xX—> X —2Xx—
x=3 _ x=3 _ l 2
39. Siha: lim— ' =lim> 1. ! _in(2)- 122
=3y =2x=3 =3 (x=3) x+1 4 4

Ancora un limite notevole.

Teorema 40

p
. . (1+x) -1
Si ha: im————=
x—0 X
Dimostrazione
Proponiamo la dimostrazione solo per p intero positivo. In questo caso sappiamo che possiamo scrivere

(14+x)" =14 2x+ 2% (1+x)’ =143x+3x° + x°; (1+x)" =1+4x+6x> +4x° + x* . E cosi via, per qualsiasi al-

p.

tro esponente. Ricordiamo che il teorema 21 (principio di sostituzione degli infinitesimi), afferma che il li-
mite di una somma fra infinitesimi ¢ uguale al limite dell’infinitesimo di ordine inferiore. E sappiamo che

k hoos ot N . .
fra x e x", ¢ inferiore quello che ha esponente pit piccolo, quindi vuol dire che

(1+x)" = 1+2x;(1+ x)’ = 14+3x;(1+x)' =1+4x;...;(1+x)" =1+ px, dove con il simbolo =, che leggiamo a-

sintotico a, intendiamo dire che le due espressioni hanno lo stesso limite, in questo caso per x che tende a ze-
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1+x)" -1 -
ro. Quindi possiamo scrivere: lim( X) :lim1+p -l =lim % ’é{

x—0 X x—0 X x—0 %

= p, che ¢ la tesi.

Anche il precedente limite ¢ una forma indeterminata del tipo 0/0, e ha la sua generalizzazione.

Teorema 41

1imf(x)=0:1im[1+f(x)] ~_pieR.

X7 x—z f (_x)

Dimostrazione per esercizio

Esempio 52

2 12
_ (P+x=1)" -1
Calcolare lim >
x>2 3x " 4+5x-2

12
. hm[1+(x2+x—2)] —1' P tx—2 1t M.(x—l) 2'__3_§

=2 X 4x=2 30 +5x=2 T o2 (pad) (3x-1) T T

. E una forma indeterminata del tipo 0/0, che pud scriversi nel modo seguen-

Concludiamo il paragrafo con la raccomandazione che quanto qui presentato ¢ valido solo per forme inde-
terminate, applicare i risultati per limiti che non rientrano “esattamente” nelle ipotesi dei teoremi ovviamen-
te fornisce risultati errati.

Esempio 53
. In(1+x) R ] ] . In(1+x) In(3) ] o

o hn%— non € una forma indeterminata, ma vale hn; = . Se invece lo consideriamo,
x—> X x—> X

) .. ) o In(1+x
sbagliando, come se fosse un limite notevole e che si abbia 11rr21M
X— x

=1, ovviamente commettiamo

un grave errore.
e Si faccia attenzione che, come spesso accade in matematica, anche sbagliando si possono ottenere risulta-
' . ‘ ‘ . sin(x+1) x+1 . x+1 .
ti corretti. Per esempio calcoliamo nel seguente modo lim . =lim =oo, che ¢ errato
x—0 X+ 1 X =0  x

... sin(x+1)
perché lim——~

x—0 X
sin(x+1) . sin(1)

Eppure lim =lim = oo . Ovviamente I’avere ottenuto un risultato corretto non fa si che la
x—0 X x—0 X

non ¢ una forma indeterminata e quindi non rientra nelle ipotesi del teorema 32.

procedura venga considerata corretta.

93



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 3 — Capitolo 9 - Unita 2

Verifiche

Lavoriamo insieme

Vogliamo calcolare lim
sfruttare il limite notevole lirrol f(x)

lim £ (x) =0= lim

tan[f (x)]

4-tan(5x)—3x
0 9. sin’ (x) + 6x

=1, dato che im—————==

sin[f(x)] B
x—0 f(x)

=0=lim———==1,

. Abbiamo a che fare con una forma indeterminata 0/0. Possiamo

che ovviamente implica anche

1

tan[f(x)] i

" sin[f (x):l

=1-1=1 Abbia-

x—0 f(x) x—0 f(x) x—0 f(x) COSI:f(x):I
tan(5x)
4-tan(5x)—-3x . 5y el . 4-1-5x—3x
xﬁg9- in’(x)+6 ={Z’g sin(x) sin(x) _xll?gg.l.l. 246 -
mo allora S X)X 9.2 X +6x . o
x X
. 17x .17 17
=lim—; =lim =—
=00x"+6x 09x+6 6
Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli
Livello 1
Lo lim Y [2/3] lim S0+ 2) [0] lim 5= 2) [14]
x—0 3x x—-2 X— 2 x—2 X - 4
. 2 _ _ . _
2. lim Y [+o00] tim S (¥ =3) [0] Jim 30D
=0 x -3 x=3 Xl x—1
. 3 .
3. lim| x-sin (3) 3] Jim SO+ 3] Jim 30X [5/7]
x—0 X x——1 _x+1 x—0 Sln(7X)
V4
sin’ (\/Ex) cos (x—zj
4.  lim————= [2/3] lim———=2 [1] lim (x+3)-csc(x+3) [1]
x—0 tan2 (\/EX) x—0 X x—-3
. _ . 2 . 2 _
5. gim 2D 4] sin=H Ly im S0 —4) [1/3]
1 sin (x - 1) =2 sin(x+2) =2 sin(x” —8)
. 3 . _ . 3
6. lim 2D lim —SM(x=5) [1/9] i S = 2D sy
x—>-1" sin(x” —x—2) 5 sin(x” —x—20) =l sin(4x” —3x—1)
. 3 . 2 _ .
7 lim s1f1(2)§ +3x+5) (32] s.ln(x : 2x—3) 1] lim@—(x) 1]
x>l sin(x" —4x-5) -0 sin(2x~ —=7x+3) e sm(x+7[)
. ; 17/27—
8. lim ST —X) [1] i SIS0 g i ST 27=)
=7 sin(x) 0 sin (237 x) 0 cos(25/ 27+ x)
. -1 -1 -1
9 lim sin~ (x) (1] lim tan~ (x) (1] cos™ (x) [Loo]
x—0 X x—0 X x—0" X

Lavoriamo insieme

Vogliamo calcolare lim

: (75 j
Sin| — X
_\4 )

x—4 X—
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sin[f (x):l

tevole lim——————==1 se f(x) tende a zero. Sappiamo che possiamo scrivere sin(x) = sin(T — x), pertanto

=4 f(x)
sm(ﬁ—ij sM[Z(4—xﬂ sM{Z(4—xﬂ

. (T
S| —Xx
(4 J

. . . . - -
avremo: lim =lim =lim =lim — =
x—4 x—4 x—4 x—4 x—4 x—4 x—4 5(4_)6) 4 4
4
Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli
Livello 2
(7
) sin| —x
_ sin(mx) . . . ( 2 J
10. Iim (si ha: sin(x) = sin(T — x)) [-m] lim———~= [-1/2]
x—l1 X— 1 x—2 X — 2
—_— . / 2 — . / —
1 5-sin(x”)—3x (3/17] lim 3-sin(2x)—4x 12/65]
=0 3. 5in(5x)+2x =07 5in(9x)+2x
—7-si 1—
. - 7 - sin(9x) +23 [+oo] lim CO: (x) [+00]
x=0" §in(6x)+4x X0 X
) .
13. limsf’“(—’zcn [=sin(1)] Jim — S = 3% [=1/13]
=0 sin(x” —1) =0 =2 -tan(9x) +5x
1—cos(x 1—./cos(x
PR il GO} {ﬁ} lim# (%]
x—0 X 2 X0 X
. 2 2 .
15, fig S =X [1/13] Jim 55120 — 3% [0]
=072 sin”(Sx)+2x =0 7. 5in(5x)+1
.1 _ .3 _
16, lim> 3 (4O~ [11/6] _sin(x)=x [-5/22]
=0 sin(bx)+x -05.5in(3x)+7x
_ 2 _ _ 2 2 _
7 lim 1—cos(x”—4) (0] 1—cos”(x"=9) (0]
-2 sin(x—2) =3 sin(2x—6)
. 2 _ _ 2 _
18, lim SN2 =2 [+00] im 05 (*=2) [0]
1" 1—cos (x—l) =2 5in(3x" —4x—4)
Livello 3
) sin(2x—1)—sin(x) . . .
19. llﬂll N (Applicare le formule di prostaferesi) [cos(1)]
x—> X —
. e /3 3x)— 4
0. lim sin (x) sin (7[ ) [1/6] lim cos( x) : cos(4x) [oo]
x—rl3 Ix—T x—0* X
- 2 Sx+7x)+
oL lim cos (x) cos(2) Lsin®)] lim cos( X 7[) cos(x) (0]
x—2 x=2 x—0 X
) 2-sin(x)—\/§ 2~\/§ ) 2~sin(x)—\/§ V2
22.  lim——— - lim——————— —
T 1 3 wZ tan(x)—1 2
3 cos(x)— > 1
sin)~ V3 in(x)—+
5 NE) . sin(x 5 NE)
23. < - lim—=— -
% 2cos(x) -1 6 % 2 cos(x) - NE) 2
cos(x)— Q
2, (im 128 [0] m— 2 V2
x_% cot(x) x_% tan(x)—1 4
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25 lim tan(x)—1 [\/5] lim sin(x)—cos (x) ﬁ

x—)% 2-sin(x) —\/E x_% Adx—1 4
6. lim \/1+sin(x)—\/l—sin(x) " liml_‘/Sin(x) 0]

C 0 x+ sin(x) x_>§ COS(X)
cos(x)—1 ) X

27, lim——— [-1/6] lim ———— [—m/4]

=0 3x° +4x° x—rtoo tan( X )

2x+1

Lavoriamo insieme

gx
2} . Abbiamo una forma indeterminata del tipo 1%, quindi cerchiamo di

Vogliamo calcolare [im (1+

X—>+oo

3x

f(x)
ricondurla alla forma lim (1 + j = e, in cui f{x) tende a infinito. Abbiamo allora:

1
X—>too f(x)

1322 133

5 )" 1 2
lim| 1+ 5 =lim|| 1+ > =e¥
X—>+o0 13x X—>tee 13x

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

Livello 1
) 2Y 2 . 1\ 2 ) 1Y 3/5
28. lim|1+— [e7] lim|1+— [e”] lim|1+— [e™]
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 Sx
Y N Y
29.  lim|1-— [e] lim (1——) [1] lim (1+—] [0]
X—>+oo X X—>+oo X X—>+oo \/;
1 x—1 X 1 3x
30.  lim|1+— [e] lim (1 + j [e] lim (2 +—j [+o0]
X—>+00 X X—>+00 x—=2 X—>+00 X
—5x =x 3x
31 lim | 142> [e1] lim [ 14 == [ lim [ 1 (e
X—>+oo 3x X—>400 11x X—>+oo 4x
3 —2x 37 2x 17 —%xz
32, lim|1-— e lim (1——j 1 lim (1+—j +oo
x——c0 8Xj l I x——o0 SXZ 1] x——o0 3x l I
2 ; 3x —5x
—_ (x— X2—1 :
33, lim (1— al 2} ) lim | 1= (] lim (1+ 13 J ’ [0]
x—2" x+2 x——1" x—1 x—3" 2x—5
X 4 3
2_ 4\ s - Z . 2 16 50
34, lim| 14572 [e'”] i 1= 5 (7] lim| 1+ 1C [¢¥159]
x—2+ x° =2 x—0 x+2 x—4 Tx™ —1
2 2 = 8 2 7
35. ling(1+x)x [e] lirr31(2x—5)x—3 [e°] limz(x3 +x’ —x+3)x+2 [e]
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Lavoriamo insieme

3x2+x-1

5x2—x+1j 4> 5x° —x+1 5x° 3 +x—1_ i 3x°

> , abbiamo lim = lim — =1, lim =40,
Sx”+3

l
X—>+oo 5X2 +3 x>0 §x xotee  4x—5§ x>0 4 x

X—>too

Calcolare [im (

f(x)
quindi ¢ una forma indeterminata di tipo 17, pensiamo percio di ricondurla a lim (1+ f( )] =e. Si ha:
X—>+oo X
3x2+x—1
3x%+x-1 3x24x—1 4x-5
55" +3+(—x=2) ) 45 243 —x—2 ) &S
lim 2( ) = [lim sz . + x2 = lim | 1+— , quindi adesso tra-
Kbt 5x°+3 xote Sx7+3 5x°+3 X 5x°+3
-x—2
_ _—x-2 3x+x-1
5243 [5:243 4x-5
—x—2
1 —x=2 .3x2+x—1 3% 3
sformiamo anche I’esponente: lim || 1+— = lim "'+ #75 = [im ™ =¢ 2,
X—>+oo Sx —+ 3 X—>+oo X—>+o0
—i="
Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli
Livello 2
2x-1 X’ +3 727 +x
x+d P-3x+1) 5 3¢’ —x+1) 2
36, fim [ 2! 4] oim | S (€2 lim | 222 (")
xo—e\ 2x—1 x| X" —x—2 xoreel 3x7 4 x
5x°+1 307 +x-3
4_x2 —-X X2+l X3 _1 5x+42 35 3x-1
37. lim| ——— 1024/243 lim| ———— e lim (1+sin(x)) ¥ 0
oo\ 3% 4+ x+3 [ ] x—>+°°(x3—x2—2 e x—>0*( ( )) (0]
3x%+2x-1 X +x+d
. 4X2 +1 4x-3 9/16 . 1 1x2 —3x+1 )37 7755 . 4xtl _y
38. lim|——— [e”] lim| ——— [e°1 limlcos(x)) ¥ [e™]
x| 4x7 —3x+5 x| 11x7 +4x-3 Ho( (x))
Livello 3
N x+2 Sx—1
. . B 2 . 2)62 —5 |2 28/3 . 4)62 —x+1 )~ 6
39.  lim(1-sin(x))wan(x) e’ lim e lim| ———— e
x—)/r( ( )) |: :| x—>2( x+1 j [ ] x—l1 x+3 [ ]
Tx+1 Tx+1 2x+5
2412 . 2412 2x% +1) 3
40. Iim s [II limite non ha senso] [lim a [e13] lim a [6121/19]
=2 x=17 x=>2\ x+7 =3\ x+16
xH 4xtl 3xtl , !
x=2 L x+3 x— x
41, lim(sf”j [¢"] lim(zx”j [e""”] lim( ] j S PO EU1CON S
=2\ x" 4+ 8 x—>-3\ x— 2 x—5 2x — 4 x—0 X

x+1

.2 _ ©-8 _n. csc(xz)
42.  lim [1 —cos (x)]mn(x) [e'] lim {M} [1] lim { 2-2-cos(x) } (1]

x—2 (x_2)2 x—0 2

X

x—o=
2

Lavoriamo insieme

In (x2 —x— 5) 5
Vogliamo calcolare lin12—2. Si ha lin12(x —x—5) =1, lin12(x+ 2) = oo, quindi ¢ un limite 0/0, che
xX—>— X+ F=p= ==
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. o o - in[1+f (x)] .
“assomiglia” a un limite notevole del tipo lim f (x)=0= lim—=———"==1. Operiamo le consuete “tra-
x>z x>z f (_x)
In|1+(x*—x-6 2 _ 2
sformazioni formali”’: lim [ 2( )] XX D = lim X—X6, anche quest’ultimo limite & 0/0,
x=>-2 x —x—6 x+2 =2 x+2

ma essendo rapporto di polinomi dobbiamo esplicitare il fattore indeterminante x + 2, al numeratore.

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

Livello 1
_ In(1+2x) _In(1+x%) _ In(1+x)
43. lim————= [2/3] lim [0] lim [+o2]
x—0 3x x—0 X x—0" X
/ In(x*-3 In(x*-8
4. lim ”z(x) [14] L ) [4] lim(—z) [-In(6)/6]
x—>1x —1 x—2 x—2 x—3 3—_x
ln(x+x2+1) ln(2x2+3x+1) n’? (1+4x)
45. lim > [1] lim 5 [—o=] lim———~= [16/3]
x—0 X—X x—-1" x +1 x=0 3x
In(x) In(2x* =3x+1) In(4x> +1)
46.  lim —; [-2/3] lim 3 [—e] lim 5 [0]
x—>-1 x7 41 x—0 4x° =0 5x°—2x
_ In(1+x) In(1+2x7) In(3x-2)
47.  lim— [1] lim———= [4] S — [-3/m]
x=0 sm(x) =0 1—cos(x) x—1 sm(ﬂx)
log, (x* +1) log, (x* +x+1) log1,2(1+\/§x) J6
48.  lim————— [0] lim — > [+eo] lim -
=0 x+Xx 10" X x=0 J3x In(9)
1 1+ log_ (x> +2x+1 log, (x°
o, imearm) [ oz |, e ) ! lim—gj( ) !
X0 e-x e-ln(Z) x>0 4x ln(ﬂ'z) =l x7—1 ln(2)
Livello 2
In(5x* —8x-3) In(x* —x+1) In(4x” +3x)
50. lim [12] im——— [1] lim ———— [5]
x—2 x—=2 x>l x—1 =1 x7 +2x° =1
ln(x2+3x+3) ln(7x2+x—5) ln(7x2—6x)
51, lim ———— [Y4] lim [-13] lim————= [8/3]
x>-2 x =4 x>l x+1 = xT =1
ln(x3+2x—2) ln(2x2—4x+1) ln(4x2—5x—5)
52. lim——= [5] lim [4] lim > [11/4]
x—1 _x_l x—2 _x_2 x—2 X _4
3 g ln(x3+x2—x) o5 p ln(4x3—x—2) " p ln(x3—4x+1) 2110
gt 4x° —x* =3 (2] pt X =2x"+1 =t xl—rgx3+x2+3x—18 [ .
log, (x=3x—1 log,(x’ +4x+6 l
54. lim gzg > ) ? lim 84 (3 ) _
=2 o —x" =4 8-1n(2) -1 2x +3x+5 18-ln(2)_

l 41 log (x*=7 lo x* -1 l
55, lim—o2\* ) (' +1) [0] lim—o (*=7) [_12 lim g‘z’”( ) 12
=0 f3.x =2 x"4+x—6 5-In(7) ot x4 x=2 5-ln(7r)_
Livello 3
6. lim ln[1+sin(x)] Lsoo] im ln[2~sin(x)] ﬁ limlogz[l—sin(x)] 1
0" 1—cos(x) x_%3~tan(x)—\/§ 4 x50 x In(2)
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57. i
x_lf_n% sin(x)+ cos(x)
5. tim_ (D)
x—0 -
(I+x)x—e

Lavoriamo insieme

Vogliamo calcolare lim

x—1

vole lim f (x)=0= lim €

log,, I:tan(—x)] {

log3(x2—3)

o

ln(3)

-l

X —2x+1 _
4

X —X

fx) _

Xz Xz f(x)
x3—2x+1_1
lim - =lim 7 . -
=l xT—x =l x?=2x+1 x —x

x—1

=2 sin(x) - sin(2)

lin;
(

4
X —X

[0]

{ 4 } im lnl:sin(x)]
cos(2)-In(3) . cos(x)
ln(x2 —3) [_§}

x—1)2x—e

, abbiamo una forma indeterminata 0/0, che puo rientrare nel limite note-

=1. Vediamo di ricondurre il limite a questa forma.

Soaxtl _ 1 3 3_ Ax2+x-1
e | X=2xtl_ . 2=2x+1_ (1) )

_1
x—’IM-(x3+x2+x) 3

Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli

Livello 1
X _ x _ 2x _ -X _
59. lim %! [0] lim 22 o) im "2 el ame "l L
x—0 X -0 x - x—1 x—0 X
3¢ —1 e -1 e -1 494 1
. . 3 . 3 .
60. il_r)ré " [[n(3)/2] éz_)m0 ™ [34] lxlﬂ 71 [34] {(l_rg PR [In(4)/3]
x+l x _ 2x7 _ x_ 3
6. 1im<1 [ lim<—¢ [e] lim Tl o] lim © Ve o
xo-l x —1 =l x—1 =0t X o 3x+1
3
62 limM [0] lim o -3 [[n(27)/2] lim 4716 [64In(2)/3]
T2 4+2x—14 x_%4-x2—1 w1 x? 4 x—2
Livello 2
exz -x=2 _ 1 2x%—x-1 _1 3x0-2x-1 _ 1 X2—4x+3 _ 1
63. Ilim -1 lim———— 1 lim Wl lim 2/5
-l 0 +1 =1 =1y —1 1] =1 207 — x7 +4x -5 ] 323 x7 —x— (2]
3x%-8x-3 _ 202 -3x-1 _ (\/Z)ZX o -1 7.[3x2—7x+2 _
64. Ilim 10 lim +o0 lim 2] lim———— [In(w
=3 x=3 0] o X — rec] =2 x=3x+2 2] -22x" —3x -2 in(m]
B42x43 _1 \/§2x3—x2+x—14 _ 24544 _ exz_z _1
65. [lim n(25)] lim 7in(3)/2] lim 3] lim 7
lim = Q9] lim™———— [Tn(3)2] lim 3] lim < [
Livello 3
x-x _ ©-2x _ 3x7—4x _1
66. lim———L 1] lime——L ] lim———  [-2]
x>0 sin(x+x ) x=0 ln(l+x ) x>0 tan(Zx)
2x2+x _ 4 2x%—x _ 27 X =2x+1 _
67. lim———— [12-In(2)] lim 3— [135:In(3)] lim— 3 [6In(3)/Tt]
x-l szn(x—l) x>l ln(—x) X2 szn(?[x)
5-x° 2_ 4
- ot 245-In(7
6. 1m Y22 [In(¥2)] lim — + _245:n(7)
13 ln(x2—2) =2 sin(7x)+In(3+x) T+1
e’ —sin —Z-x
. 329 36-In(2)-In(3) . 2
69. Ilim 5 lim - [0]
=2log, , (x —3)+sin(x—2) In(2)-4 =1 cos™ (x)+log, (1+x+2_”)
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Lavoriamo insieme
12
(1+5x)" ~1

7 . E una forma indeterminata 0/0, che rientra nel limite notevole

Vogliamo calcolare lim
x—=0 4x

[1+7(x)] -1

lim f (x)=0= lim = k . Operiamo le consuete trasformazioni formali:

x>z x>z f(_x)
1+5x)" -1 1+5x)" -1
lim! x)3 P () s o SN CPONE Y
x—0 4x x—0 S5x 4x x—0 4x
Calcolare i seguenti limiti, usando, laddove possibile, i limiti notevoli
Livello 1
C(1+3x)" 1 C(1+7x) -1 C1+(4x)" -1
70. lim——— [63] lim~———— [-35/3] lim———— [0]
x—0 2_x x—0 —3x x—0 7_x
3/4
1-2x)" =1 1+x*) -1 5
VO ) 6] lim% Boo]  m T
x—0 T x x>0 S5x =0 2X3
J(1+3x)" -1  (4x-3)' -1 (3x-2) -1
72, lim V——F [+oo] lim—— [16] lim [-12]
x—0* XZ x—1 X— x—-1 x3 +
Livello 2
1 3
5 — X —1 2 7
3- )7 1 . (3 j x°=3) -1
TSR Gt Mt SV lim >~ [1/405] im i ) [0]
x—2 \/E(X_Z) 21 x—3 X —27 x—-2 X +4
¥ -1)" -1 4x-1)" -1 5+8x)"" -1
4. lim (4—) [13/4] o Gt o m OF) T g
-2 x4 x_% 2x—1 H% 16x° -9
_ (5x-14)" -1 C(3-x) -1 C (Bx=2) -1
75.  lim———— [8] lim > [=7/4] lim 7 [15/4]
=3 x —_x—6 x—2 X —4 x—1 X —
10 7
o (x¥*=3) -1 C (4x=7)" -1 (x*-3) -1
o lime———— [40/3] lim 5 [o<] 5 [7/2]
=2 2x" —=5x+2 =2 x"—4 =23x" +4x—4
Livello 3
(4x+5) -1 . (3x=5)" -1 CJ(4x=7)" -1
7. —_— [36] llm4— [9/8] lzm—3 [[n(3)/2]
-1 sin(x+1) =2 ln(x —15) ¥=2 log3(x —7)
4-x)" -1 ] 5x+6)° -1 5x-9)" -1
78. lm( xx) __ i lim% [—7—5} lim (5x-9) [+00]
=3 3°-27 27-In(3) o e e e | =7 1-cos(x*=5x+6)
2+x)’ =27 ] in® (x)—1 in(2x)" -1
9. 1) 27 {812_72 LG S R N )
- n( )_ x_>§ln|:1+cos(x):| x_>22 -1
Lavoriamo insieme
Vogliamo determinare e classificare i punti di discontinuita di f(x)= x;(ﬂ-) , x € [0; 2m].
Sin\ x

L’insieme di esistenza ¢ dato dalla condizione: sin(x) # 0 = x # 0, 7, 27 Quindi dobbiamo studiare cosa ac-
cade negli intorni di questi valori. Distinguiamo i tre casi:

. X—T . X—T
lim — =—oo, [im —
x=0" sin(x) x=27 sin(x)

=—oo, quindi x = 0 e x = 27, sono entrambi punti di discontinuita di II specie.
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. . X7 . X—7 . T—X T N 3 g 0 0as
Invece si ha: [lim— = lim — =lim| ———— |=-1.Quindi x = &, ¢ un punto di discontinuita
= sin(x) o7 sin(r—x)  >r\ sin(r—x)

di III specie.

Determinare e classificare gli eventuali punti di discontinuita delle seguenti funzioni
Livello 2

80. f(x)=(1+ 3x)i [0: 1T specie] fx)=(1+ x)ﬁ [1: 1T specie]
—cos*? _ 2
81.  f(x)= w [0: M specie]  f(x) ==X [0: TII specie]

1—cos*(x+1)

82. f(x)= (x)ﬁ [1: III specie] f(x)= - [—1: III specie; 1: I1]
x —
T

tan(3x) T,
83. f(x)= S ,x €[0,w][0: IIL; /6, /2, 5/67: I1] f(x) = cos(x) ;x €[0,27] [0, 3m/2 :1I; w/2 :1II]

sin(x) . sin(|x|) -
84. f(x)= | | [0: I specie] f(x)= [0: I specie]

X

Qui riportiamo alcuni quesiti particolarmente impegnativi.
1.  Una funzione monotona puo avere discontinuita di che tipo? Giustificare la risposta. [Solo di I specie]
2. La funzione somma di due funzioni discontinue puo essere continua? Giustificare la risposta, fornendo

un esempio se positiva. [Si]

3. La funzione prodotto di due funzioni discontinue puo essere continua? Giustificare la risposta, fornen-
do un esempio se positiva. [Si]

4. Se dlim|f (x) ,z€ R, possiamo dire che 3lim f (x), z€ R ? Giustificare la risposta.

X—Z X—Z

x—l1 x—1

[No, per esempio Zflirrll[(—l)M -x} , ma lim (—1)M -x‘ =limx=1]

sin(sin(sin(...sin(x))))

5. Calcola ling , dove 1 seni, uno dentro 1’altro sono in numero di #. [1]
X—> x
R In[ e+ sin(3x) -5 In(5)+3-¢'
6. lim—+ ~10 [64-43:-1n(2)]  tim Lo+ sin(3v)] {n()%
x——/3 =
6-cos™ (x) —-5x tan(x+7[j —x/§
2 3
2 4<0,b<0
b
Nxt+a? - 0 a>0,b<0
7.  Calcola al variare dei parametri limw.
=0 S 1 p? —p +o0o a<0,b>0
b a>0,b>0
(- a -
8.  Calcola lim (Q/al tax+ax’ +..+ax"" +x" - x),ne N,n>2,a #0. [&}
X—>+oo n
1
9. Calcola lim(3*+3™)s. [9]
2 _ x 2 _
10.  Se si ha: 2% 2 < f(2 ) ¥ H2x-l , supposto che esista calcolare lim f(x). [-1]
x+3 x x+3 xo=1
11. Enuncia una condizione sufficiente che assicuri che se una funzione verifica il teorema di esistenza de-
gli zeri ammetta un’unica soluzione. [La funzione sia strettamente monotona]
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Temi assegnati agli esami di stato

I seguenti sono adattamenti dei temi assegnati in alcuni esami di stato degli anni scorsi, abbiamo va-
riato solo la richiesta del problema, ma non i dati né lo spirito dei problemi
I temi completi dei Licei Scientifici per gli ultimi anni sono scaricabili, con soluzione, dal sito

10.

11.

http://matdidattica.altervista.org/esamidistato.htm

(Liceo scientifico 1989/90) Data una semicirconferenza di diametro AC = 2r e centro O, tracciare la
semiretta uscente da A, perpendicolare ad AC e giacente rispetto ad AC, dalla stessa parte della semi-
circonferenza. Detto M un punto generico su tale semiretta, indicare con x la distanza di M da A. Da M
staccare l'ulteriore tangente in B alla semicirconferenza. Detta K l'intersezione della semicirconferenza
con il segmento OM, determinare 1'area y del quadrilatero ACBK in funzione di x. Determinare il valo-

re di y per x tendente a +oo lim r'x + rx ) r’

. oo \/m X +r?
(Liceo scientifico 1991/92) Data una circonferenza 7y di raggio unitario e centro O, tracciare una semi-
retta s uscente da O e intersecante 7y in un punto Q. Indicato con P un generico punto di s esterno alla
circonferenza v, tracciare da esso le due tangenti alla circonferenza: siano A e B i1 punti di tangenza.

AQ+QB
Indicata con x la lunghezza del segmento PQ, trovare lim (%] . [\/5 ]

(Liceo scientifico 2000/2001) Sia f(x) una funzione reale di variabile reale, si sa che fix) > ¢ per x
— a, essendo Zed a numeri reali. Dire se cio ¢ sufficiente per concludere che fla) = ¢ e fornire

sin(x)

un’esauriente spiegazione della risposta. [No, p.e. lirr(}— =1, ma f{(0) non esiste]
xX—> X

(Liceo scientifico 2000/2001) lim St (x) —cos (x )

X—>+o0 X

a) ¢ uguale a 0; b) ¢ uguale ad 1; c) ¢ un valore di-

verso dai due precedenti; d) non ¢ determinato. Una sola risposta ¢ corretta: individuarla e darne
un’esauriente spiegazione. [2)]
(Liceo scientifico PNI 2001/2002) Data la funzione f{x) = ¢ — sin(x) — 3x calcolarne i limiti per x ten-
dente a +o0 € —oo € provare che esiste un numero reale o con 0 < o < 1 in cui la funzione si annulla.

[+00; —ee]
(Liceo scientifico 2001/2002) Si consideri la funzione: f(x) = (2x — 1)7 -4 - 2x)5. Stabilire se ammette
massimo o minimo assoluti nell'intervallo V2 < x < 2. [Si]

(Liceo scientifico 2003/2004) Di una funzione g(x), non costante, si sa che: 1irr21 g(x)=3 e g2) =4.

4 x=2

(Liceo scientifico suppletiva 2004/2005) Si consideri 1’equazione (k — 2) - X¥—Qk-1)-x+k+1=0,
dove k ¢ un parametro reale diverso da 2. Indicate con x’ e x" le sue radici, calcolare i limiti di x" + x"
quando k tende a 2, a +o0 e a —oo. [e0; 2; 2]

2
-1 2
Trovate una espressione di g(x). {P.e. cg(x)= {x X # :I

(Liceo scientifico suppletiva 2005/2006) 11 limite della funzione f (x)=x-sin (lj per x che tende a
X

zero A) non esiste B) ¢ 0 C) ¢ un valore finito diverso da 0 D) ¢ + o. Una sola alternativa & corretta:
individuarla e fornire un’esauriente spiegazione della scelta operata. [B]
(Liceo Scientifico 2005/2006) La funzione f(x) = tan(x) assume valori di segno opposto negli estremi
dell’intervallo I = [/4; 3m/4], eppure non esiste alcun x € I, tale che f (x) = 0. E cosi? Perché?

[Non si puo applicare il T. di esistenza degli zeri perché la funzione non ¢ continua in I]
(Liceo scientifico suppletiva 2005/2006) Considerata la funzione reale di variabile reale f(x), affermare

che lim f (x)=+e significa che, per ogni numero reale M, esiste un numero reale N tale che, per o-
X—>+o0

gni x, se x > N, allora f{x) > M. E vero o falso? [Vero]
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. o . . ... x"-cos(x)
(Liceo scientifico suppletiva 2006/2007) Si calcoli lim — . [o]
=0 X7 —sin (x)

2
x -1 ; esiste il lirrll f(x)? Si giustifichi la risposta.

|x—1

(Liceo scientifico 2007/2008) Sia f(x) =

[No, limite sinistro diverso da limite destro]
cos(x)—cos(x)

(Liceo scientifico suppletiva 2007/2008) Si calcoli lim [3]
=0 1—cos(x)
X +1
(Liceo scientifico 2008/2009) Si calcoli lim . [-1]
X—>—00 X
(Liceo scientifico 2009/2010) Si calcoli lim4x- sin (lj 4]
X—>00 X

(Liceo scientifico 2009/2010) Per quale o quali valori di k la funzione seguente ¢ continua in x = 47?

3x*-11x—4 <4
h(x)=3"" 7 = [9/16]
k-x"—2x-1 x>4

(Liceo scientifico PNI 2010/2011) Si determini il limite di f (x)=x+1n(4) +XL1 per x che tende a
e +

+o0 e a —oo, Si calcoli fix) + fi—x) e si spieghi perché dal risultato si deduce che A = (0; 1 + In (4)) ¢
centro di simmetriadi I". [+o0; —o0; 2 - [1 + In(4)]]
. C . . tan(x)—tan(a)
(Liceo scientifico 2010/2011) Si calcoli lim

xX—a x—a

. (Sugg. usare la formula di sottrazione

della tangente) { 21( J
cos” (a

(Liceo scientifico Suppletiva 2010/2011) La funzione: f (x)= ;2 non ¢ definita per x =0, che ¢

B

per essa un punto di discontinuita. Si precisi il tipo di questa discontinuita, dopo aver esaminato il li-
mite della f{x) per x tendente a zero da sinistra e per x tendente a zero da destra.

[I specie con salto di discontinuita 1]
(Liceo scientifico 2011/2012) Si illustri il significato di asintoto e si fornisca un esempio di funzione
f(x) il cui grafico presenti un asintoto orizzontale e due asintoti verticali.

ax’ +bx+c d f

(x): ,a,c,e =0, —— = ——

(cx+d)-(ex—|—f) c e

23x _ 34x
(Liceo scientifico PNI 2011/2012) Si calcoli lim ———. [—e]
x—0" X
) o ) oo Sin(x)cos(x)—sin(x)
(Liceo scientifico 2012/2013) Si calcoli: 11n34- 5 . [0]
X x
exin(x) _ exin(ir)
(Liceo scientifico PNI 2012/2013) Si mostri, che: im———=-1.

XD x—ﬂ'
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Quesiti assegnati in gare nazionali e internazionali

Ciascun simbolo si riferisce a una gara matematica.

AK = Arkansas State University AHSME = Annual High School Mathematics Examination
HSMC = A&M University High School Mathematics Contest W = Wohascum county

Lavoriamo insieme

Consideriamo il seguente quesito assegnato dal Wohascum County del Minnesota.
Esistono funzioni definite in tutti 1 reali il cui grafico incontra infinite volte qualsiasi retta non parallela agli
assi? La risposta & positiva, una di queste per esempio & f(x) = x” - sin(x), che vediamo in figura.

5 !

Vir

Infatti la funzione ¢ evidentemente asintotica alle parabole y = x°, dato che —1 < sin(x) < 1. Se consideria-
mx+q 0

2

mo una qualsiasi retta non parallela agli assi, di equazione y = mx + g, vediamo che si ha: lim

X0y

+4q

2 2 . .
—|<1= —x" <mx+q<x". Quindi

quindi esisteranno opportuni valori di x a partire dai quali si avra
x

anche la retta sara contenuta dalle due parabole, percio incontrera infinite volte la funzione.

1.  (AHSME 1969) Consideriamo 1'ascissa x(m) del punto intersezione della parabola y = x* - 6 e della

)= m) ]

J6

retta y = m, con —6 < m < 6. Calcolare [im
m—0 m

S —

2. (AHSME 1968) In figura * 0 ® vi ¢ una semicirconferenza di raggio a, H ¢ punto me-
dio di GJ. Indichiamo con K l'area del trapezio CDEF, con R quella del rettangolo LMEF . Determina-

re il limite del rapporto K/R al tendere di OG ad a, in modo che H sia sempre punto medio di GJ.

b

2

3. (HSMC 2001) Data f(x) = 3x + 4 , trovare una funzione g(x) tale che si abbia f{(g(x)) = 4x — 1.
[1/3 - (4x - 5)]
] /3+h)—si /3
4. (HSMC 2002) Calcolare lim S \F/3+R)=sin(z/3) | V3
=0 cos (13+h)—cos(7m/3)

3

. cos(x)-1
5. (HSMC 2003) Calcolare lim ——————. [-Y4]
=0 x - sin(2x)
6. (HSMC 2005) 11 polinomio x>+ x*+x—20 ha un solo zero, trovarlo con una precisione di 0,5.
[2,5%0,5]
7. (HSMC 2009) Calcolare lim (\3/ X +4x*+Tx - x) . [4/3]
2x=1]—[2x+1]]
8. (AK 2009) Calcolare hrr(} . [—4]
x—> X
7 |x| +5x
] —— x#0 ] )
9.  (AK2010) La funzione f(x)=47 |x| —5x & continua in tutto R? [No]
6 x=0
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cos(x)-sin(x)—tan(x)

10. (HSMC 2011) Calcolare lim —
=0 x* - sin(x)

Questions in English

Working together
We wish to solve a question assigned at HSMC in 2005

The cubic polynomial x’ +x” +x—20 has exactly one zero. Find it within £ 0,5.
We have f(2) = -6 <0 and f(3) = 19 >0, so for the Intermediate Value Theorem, there is a zero in ]2, 3[. The
question is to find a value within 0,5 hence it is 2,5 £ 0,5.

sin(1)-cos (h)+cos(1)-sin(h)—sin(1) [cos(1)]
; .

12.  (HSMC 2000) Suppose fis a positive continuous function on the interval [-2; 3] and A(t) is the area of
the region bounded by the graph of y = f(x) and the lines y = 0; x = =2 and x = ¢ for # between -2 and 3.

11. (HSMC 1999) Compute the limit £1rr01

A(3)—-A(t
Compute limu. [f(3)]
x—37 3 —t
X +ax—
13.  (HSMC 2003) Find all values of a such that lim2 ———— exists and is finite. [a =-1]
=2 xT 4 x—
14.  (HSMC 2004) Compute the following limit lim (\/ x—x —Jx+x ) . 1]
15.  (HSMC 2008) Given 1in01—““x+b_2 =1, finda +b. [8]
X X
16.  (AK 2009) Let |.x] be the largest integer less than or equal to x. Find hl?sl_x"' 3J. [5]
etan(x) _ ex
17.  (AK 2009) Compute lim . [0]
0 tan (x) +Xx
: : x*+3x-10 . .
18. (AK 2010) Find /(2) such that the function & (x) = —2 is continuous at x = 2. [7]
x —
. x xeQ .
19. (AK 2010) For what values of x the function f (x) = is continuous? [x=0]
0 xeR\Q

1. (Facolta scientifiche, Roma La Sapienza) Data la funzione f(x) = X - 1, si consideri la successione cosi

definita: a; =0, a, = flay), ..., a1 = fla,); per ogni numero naturale n. Quanto vale ae4?
A)-64 B)-1 C)0 D)63
2. (Scienze della formazione primaria, Universita di Cagliari 2007-08) L’intervallo aperto (0; 2) com-
prende

A) un solo numero un solo numero reale ma nessun numero naturale B) un solo numero relativo ma
nessun numero reale C) infiniti numeri naturali D) un solo numero naturale ed infiniti numeri reali

Per svolgere un Test finale di 10 quesiti, collegati al sito
http://mathinterattiva.altervista.org/volume_3_1.htm

Risposte Test di ammissione alle Universita o alle Accademie militari

12
B |E
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10. Il calcolo differenziale

10.1 Le Derivate

Prerequisiti

Sistema di riferimento cartesiano ortogonale
Rappresentazione grafica di semplici funzioni
Concetto di dominio e codominio di una funzione
Concetto di infinito

Invertibilita di una funzione

Composizione di funzioni

Continuita di una funzione

Proprieta delle funzioni continue

Limiti delle funzioni

Obiettivi

Comprendere il concetto di derivabilita di una funzione

Sapere calcolare derivate di funzioni elementari

Significato geometrico e meccanico della derivata

Sapere risolvere problemi che hanno a che fare con la derivazione delle funzioni

Contenuti

Concetto di derivata di una funzione

Derivate delle funzioni elementari

Operazioni aritmetiche elementari con le derivate
Derivate delle funzioni composte e delle funzioni inverse
Derivate successive

Teoremi del calcolo differenziale

Parole chiave
Derivata — Differenziale — Rapporto incrementale
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Concetto di derivata di una funzione

E cosa sono queste flussioni? Le velocita di incre-
menti evanescenti? Non sono né quantita finite, né
quantita infinitamente piccole, e neppure il niente.
Dobbiamo chiamarle spettri o quantita scomparse?
George Berkeley, The Analyst

Il problema

Per tracciare il grafico di una funzione potremmo segnare alcuni dei suoi punti, ma, tranne in pochi casi par-
ticolari (retta, parabola, iperbole equilatera, ...) non sappiamo come unire questi punti. Dobbiamo quindi
vedere come si fa ad andare da un punto a un altro della funzione.

Il problema posto ¢ fondamentale per il tracciamento delle funzioni, e permette anche di stabilire se una fun-
zione tracciata con un software ¢ effettivamente corretta.

Esempio 1
Usando il software Geogebra abbiamo tracciato la funzione f(x) = x - sin(x), ottenendo il grafico seguente

A M

La prima domanda a cui dobbiamo rispondere ¢: chi ci assicura che quel che vediamo ¢ “veramente” il gra-
fico cercato? La seconda domanda ¢: il grafico e riferito all’intervallo [-10; 10] per le ascisse e [-5;8] per le
ordinate, cosa possiamo dire per quel che accade all’esterno di esso?

La prima domanda pu0 sembrare strana e inutile, ma non lo ¢. Infatti ogni software grafico rappresenta solo
un numero finito di punti, che dipendono dalla risoluzione scelta. Per esempio per una risoluzione 800 X
600, si tracciano un massimo di 800 punti, dato che alcuni dei punti calcolati possono avere ordinate che non
rientrano nella schermata. Per esempio se il grafico precedente lo avessimo visualizzato per ascisse che rien-
trano nell’intervallo [- 5; 5] e ordinate in [-1; 1], sarebbe stato il seguente:

Ve \ e N

e si vede che in esso “mancano” parecchi punti, rispetto al primo grafico tracciato in un intervallo pili ampio.
Allo stesso modo non sappiamo cosa accade fra un pixel e I’altro, dato che in effetti fra di essi vi sono infini-
ti punti che il software non puo tracciare.

In effetti quanto visto nel precedente esempio, accade anche nelle mappe stradali, in cui, a causa della scala
usata non vediamo, per esempio, tutte le curve presenti in una strada, ma solo un suo andamento che varia
appunto dallo zoom usato.

Esempio 2
Parco Del
;‘./:_.; Q Colle Oppio
%, Y 2
AT |I'.'I_.'Jp¢l:?I
Arch of =
Constantine

Con Google maps abbiamo cercato il Colosseo, ottenendo la seguente immagine , il
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ballon blu rappresenta la posizione del monumento. Adesso effettuiamo uno zoom e vediamo ovviamente

i = 2
? i Parco Del

V Colle Oppic
[0 Colossen <

Via T
Archof - =] SE0ic;
Constantine B

i

cose che prima non si vedevano. = Le strade hanno maggiori dettagli,
alcune prima non si vedevano, altre sembravano piu dritte e cosi via.

g

Tenuto conto dell’esempio precedente dobbiamo stabilire una condizione che ci permetta di tracciare con
una certa sicurezza il grafico di una funzione.

Esempio 3

. . . N . . _ .3 . . .
Consideriamo una funzione pit semplice, per esempio f(x) = x"— x — 1, e supponiamo di volerla tracciare con
un procedimento simile a quello dei software, ossia per punti. Calcoliamo quindi alcuni di questi punti. Per

esempio abbiamo (—1; —1), (0; —1), (1; —1). Rappresentiamo questi 3 punti.
Curiosamente i punti hanno tutti la stessa ordinata, dobbiamo quindi capire come possiamo andare da un

punto all’altro, percio calcoliamo e rappresentiamo altri punti.
Cosa ci dicono? Non molto che gia non potessimo prevedere. Il punto D dice che dovendo andare daA a B e
non procedendo in linea retta, dobbiamo prima salire e poi scendere o viceversa. Lo stesso puo dirsi per il
punto E. I punti F e G non ci danno molte altre informazioni. Il problema ¢ che non sappiamo cosa succede
fra i successivi punti segnati, per esempio fra A e D. Ossia arriveremo da A a D crescendo oppure no? E lo

(o)

stesso succede per gli altri punti. Il grafico proposto da Geogebra ¢ il seguente

Quindi la questione che dobbiamo affrontare consiste nello stabilire quali sono gli intervalli in cui la funzio-
ne cresce e quelli in cui decresce, poiché se riusciamo a risolvere questo problema siamo in grado di rappre-
sentare una funzione in modo accettabile. Nel senso che, con riferimento alla funzione dell’Esempio 3, po-
tremmo disegnare un punto un po’ piu in alto o piu in basso, se non ne calcoliamo le coordinate, pero, siamo
sicuri che, per esempio, andando dal punto A al punto B la curva cresce, raggiunge un punto (che non deve
essere per forza D) dove la curva cambia crescenza, diventando decrescente per raggiungere B.

Quindi la prima questione da affrontare ¢ come si stabilisce che in un certo intervallo una funzione cresce o
decresce.
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Esempio 4

Riprendiamo in considerazione la funzione f(x) = x’ — x — 1 e il suo grafico tracciato da Geogebra.
0

Cosa stabilisce che dal punto A al punto B la funzione cresca, mentre da C a D decresca? Le due figure se-

./,@{7"/ ®8° \<1}\?2° ,

guenti forniscono la risposta.

D
\. Se una funzione

cresce in un intervallo la retta tangente alla funzione in un generico punti dell’intervallo forma angoli acuti
con il semiasse positivo delle ascisse, cio¢ ha coefficiente angolare positivo. Se la funzione decresce invece

la detta tangente ha coefficiente angolare negativo.

Quindi il problema ¢ ricondotto alla determinazione del coefficiente angolare della retta tangente a una fun-
zione in un suo punto. Prima perdo dobbiamo chiarire cosa intendiamo con la dicitura retta tangente a una
curva. Infatti siamo abituati a pensare che una retta sia tangente a una curva se la tocca in un solo punto, il
che ¢ ovviamente falso, come si vede nel caso della seguente parabola, in cui ogni retta parallela al suo asse

A

| A

di simmetria incontra la parabola in un punto, ma ovviamente non ¢ ivi tangente.

T4

T
0 1

Allora potremmo dire che la retta ¢ tangente se incontra la curva in un punto “doppio”, ossia un punto in cui
le soluzioni del sistema fra I’equazione della curva e 1I’equazione della retta sono due coincidenti. Ma anche

questo non & vero perché per esempio la curva y=x" ha Dlasse delle ascisse come retta tangente

3

.. . E - ' r2 . . Yy
nell’origine, come mostrato nella figura seguente, ma le soluzioni del sistema { ,

sono 4 coincidenti e non 2.
Per risolvere la questione poniamo la seguente definizione.

Definizione 1

4
=X

y=0

Data una funzione y = f(x), continua in un intorno completo di P = (xo; f(xo)), diciamo che la retta di equa-

y=f(x)

zione y = mx + ¢ ¢ a essa tangente in P se il sistema
y=mx+q

ha fra le sue soluzioni {

due volte.

X=X,

y=f(x)

almeno
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Ovviamente la definizione precedente non esclude che la tangente possa toccare la curva anche in altri punti
diversi da quello di tangenza.

Esempio 5
La funzione f(x) = x* + x — 2 ha la retta y = 4x come tangente nel punto A = (-1; 4), come mostrato in figura.

y=x+x-2

Infattiilsistema{ SP+x-2=4x=>x-3x-2=0=(x+ 1> (x-2) =0, hala

y=4x
soluzione doppia (—1; 4) ma ha anche la soluzione singola (2; 8).

La nostra definizione quindi fornisce un punto di vista diverso da quello finora intuitivo di retta tangente.
Puo pero succedere anche qualcosa di inatteso.

Esempio 6
La funzione f(x) = Ix| ha retta tangente nell’origine? Risolviamo il sistema

y=|x| X=mx |[—x=mx m=1 |[m=-1
= =mx= v = v
y=m-Xx x>0 x<0 x>0 x<0
cio¢ non esiste una sola retta passante per I’origine che incontri la funzione almeno due volte nell’origine.
Quindi la detta funzione non ha retta tangente nell’origine.

Quindi dobbiamo tenere conto che possono esserci anche funzioni continue che in alcuni punti non hanno
retta tangente.

Torniamo al problema iniziale di trovare il coefficiente angolare della retta tangente a una funzione. La defi-
nizione 1 ¢ troppo macchinosa, quindi ne forniamo un’altra a essa equivalente ma che usa i concetti del cal-
colo infinitesimale.

Definizione 2

Data una funzione y = f(x), continua in un intorno completo [,(P), con P = (xo; f(xo)), diciamo che essa ¢ do-
tata di retta tangente in P, se, considerata una qualsiasi retta passante per P e per un punto Q di I,(P), che in-
dichiamo con 7, , :

X=Xp _ Y~ Yp
PO - =
Xo=Xp Yo~ JVp

, esiste finito lim 7, oL
0P

Quindi la retta tangente ¢ definita come il limite di una retta passante per due punti quando uno dei due punti
tende a diventare 1’altro. In effetti cid0 coincide con il precedente concetto algebrico di soluzione almeno
doppia.

Esempio 7
In figura la retta tangente alla funzione nel punto A, indicata con il colore blu, ¢ la posizione limite di una
qualsiasi retta, tracciata in verde, passante per A e per un qualsiasi punto B diverso da A, quando B tende a

diventare A.
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Vediamo allora di determinare il coefficiente angolare della retta tangente usando la definizione 2.

Esempio 8

Consideriamo il caso in cui la funzione ¢ crescente in un punto A. Cio ci permette di dire che se B ¢ un punto
che ha un’ascissa maggiore di quella di A anche I’ordinata di B ¢ maggiore di quella di A. Quindi se si ha
A = (x0; flixp)) € B = (xo + h; fixo+ h)), I’equazione della retta passante per A e B ¢:

,oo . . y_f(xo) :>y:[f(x0+h)—f(x0):|-(x—x0)

M xth=x,  f(x,+h)=f(x,) h

f (g +h)=f (%)
h

+f(x)

Percio il coefficiente angolare della retta per A e B ¢

f (o +h)=f (%)
h

, quindi dobbiamo cercare se esiste

finito lim
h—0

. In caso di risposta positiva questo ¢ il coefficiente angolare della retta tangen-

te.

In vista del precedente esempio poniamo alcune definizioni.

Definizione 3

Data una funzione y = f(x), continua in un intorno completo [,(P), con P = (xo; f(xo)), diciamo suo rapporto
[ (% +h)=f(x)

incrementale di incremento £ > 0, la quantita .

Definizione 4

Data una funzione y = f(x), continua in un intorno completo I,(P), con P = (xo; f(xo)), diciamo che essa ¢ de-

f(x0+h)—f(x0)
h

rivabile in x = x_se esiste finito lim

lim . Il limite finito si chiama derivata prima di f(x) in

X0.

Notazione 1
Se una funzione ¢ derivabile in x = Xy, indichiamo la sua derivata prima con uno dei seguenti simboli equiva-

lenti: f'(x,), { dfd(x)
X

} ,DI: f (x)l:x . Se vogliamo indicare la derivata per tutti gli x di un insieme scri-
X=Xo

df (x)
dx

,D[f(x)].

veremo invece: f'(x),

Quindi dire che una funzione ¢ derivabile in un suo punto, da un punto di vista geometrico vuol dire che essa
ammette retta tangente nel dato punto. Facilmente possiamo dire qual ¢ I’equazione di questa retta.

Teorema 1
L’equazione della retta tangente alla funzione y = f(x), derivabile in xo, nel punto P = (xo; fixo)) ¢

y —flxo) = f(x0) - (x — xo)

Dimostrazione Segue dai risultati precedenti.

Esempio 9
Vogliamo stabilire se la funzione f(x) = x> + x — 2 & derivabile per x = 2. Abbiamo:
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[(2+h)2+(2+h)—2}—(22+}><i) _

lim =lim
"0 h h—0 h
2 _ b
i ATH A hthoA +5h=lim(h+5)=5
h—0 h h—0 \h\ h—0

Quindi la funzione ¢ derivabile in x = 2 e la sua derivata & f’(2) = 5. Quindi I’equazione della retta tangente
alla funzione nel punto (2;4) e y—-4=5-(x—2) = y = 5x — 6, e tale retta forma con il semiasse positivo
delle ascisse un angolo acuto, come confermato dal grafico ottenuto con Geogebra.

=]
4

6 78%59°

x / Ovviamente, da quel che sappiamo sul significato del coefficiente angolare vuol dire

anche che ran(78,69°) = 5. L approssimazione ¢ dovuta al fatto che il valore calcolato da Geogebra ¢ ap-
prossimato.

L’angolo storico

La nascita del calcolo differenziale ¢ storicamente legata alla risoluzione dei seguenti quattro problemi:

1. trovare velocita ed accelerazione istantanea data la legge temporale dello spazio;

2. trovare la tangente a una curva;

3. trovare il massimo o il minimo di una funzione;

4. calcolare la lunghezza di una curva.

Il primo approccio che porta all’attuale concetto di derivata ¢ ad opera di Pierre de Fermat che nel suo ma-
noscritto del 1637, Methodus ad disquirendam maximam et minimum determina 1’equazione della tangente a
una curva con un metodo molto simile a quello del rapporto incrementale. Da allora molti altri si interessa-
rono di questo problema. Ma i due maggiormente legati alla questione sono Isaac Newton che espone le sue
idee in un’opera del 1671: Methodus fluxionum et seriereum infinitum, che pero ¢ pubblicata solo nel 1736 e
Gottfried Wilhelm Leibniz. Questi, a differenza di Newton che era restio a pubblicare, faceva stampare ogni
suo lavoro. E il primo in cui comincia a parlare di queste nozioni ¢ un articolo del 1684. Inoltre Leibniz ha
anche il merito di essere stato un inventore di simboli matematici duraturi ed efficaci, il che permise la dif-
fusione delle sue idee molto piu rapidamente. Per secoli vi sono state infinite discussioni su chi dei due
grandi scienziati debba essere considerato il “padre” del calcolo infinitesimale, la conclusione ¢ che entram-
bi giunsero alle conclusioni pitt 0 meno nello stesso momento, ma solo il differente approccio alla diffusione
stampata delle idee fece prevalere Leibniz su Newton.

Dal punto di vista della notazione Newton usava porre un puntino per indicare la derivata, che chiamava

flussione, cioe x . Invece Leibniz usava la scritta dx. In seguito Joseph Louis Lagrange nel 1797 riprenden-
do un simbolo usato da Johann Bernoulli qualche secolo prima, indico la derivata con la lettera D.

Quindi possiamo dire che una curva derivabile puo essere tracciata anche dall’insieme delle tangenti nei suoi
punti.

Esempio 10
La funzione f(x) = x> + x — 2, & derivabile per ogni x reale, come & facile capire, anzi abbiamo:

G {CR G (k)R (8 xR)

h—0 h—0 h

i /+h2+2x0h+h / . h\ﬂ+2x071\+\h\
= h h—>0 )1\
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Quindi la funzione & derivabile in ogni punto x = x( e la sua derivata & f"(xo) = 2xo + 1. Quindi I’equazione
della retta tangente alla funzione nel punto (xo. x02 +x9—2) ¢

y—xo—x0+2=2xo+ 1) - (x—x0) =y =2xo+ 1) - x —x0° + 2.
Pertanto al variare del punto, cio¢ della variabile xy, avremo infinite rette che descrivono il contorno della

funzione, come mostrato da Geogebra.

Le idee espresse nel precedente esempio meritano una definizione.

Definizione 5

Data una funzione y = f(x), derivabile in tutti i punti del suo dominio, I’'insieme delle sue rette tangenti si
chiama inviluppo della funzione.

Per quanto premesso possiamo enunciare i seguenti risultati.

Teorema 2

e Una funzione y = f(x), continua e derivabile in un intervallo [a; b] € crescente in [a; b] se e solo se si ha
f'(x)>0,V x € [a;b].

e Una funzione y = f(x), continua e derivabile in un intervallo [a; b] ¢ decrescente in [a; b] se e solo se si
ha f’(x) <0, V x € [a; b].

Dimostrazione immediata da tutto cid che abbiamo detto finora.

Esempio 11

Consideriamo la funzione f(x) = x* + x — 2, che abbiamo gia visto essere una parabola di vertice un punto di
ascissa — ¥2 e che volge la concavita verso 1’alto. Noi sappiamo che tale funzione, in quanto parabola, ¢ cre-
scente per tutti i punti a destra del vertice, cio¢ di ascissa maggiore di — ¥2 e decrescente per quelli a sinistra
del vertice. Verifichiamo il tutto con 1’'uso del Teorema 2. Calcoliamo quindi la derivata della funzione in un
suo punto generico xo. Abbiamo:

f (xo +h)-f(x,) [(xo +h)2 X +h_2}_(x§ X _2)

h=>0 h h—0 h
+2hx, + W+ X +h—X— @ — X + 2
;}n(}%{ i X*h L X:gng%x‘”;lh +h=ym(2x0+h+1)=2x0+1

Quindi, secondo il teorema 2 la funzione ¢ crescente per 2xp + 1 > 0, cioe per xo > — %2, che ¢ proprio quello
che avevamo preannunciato. Ovviamente sara decrescente per xp < — V2.

Naturalmente, affinché una funzione sia derivabile essa deve anche essere continua. Come abbiamo gia visto
nell’esempio 6, invece non ¢ detto che una funzione continua sia sempre derivabile.

Teorema 3

Una funzione y = f(x), derivabile in un intervallo [a; b] ¢ anche continua in [a; b].
Dimostrazione

Dimostrare che y = f(x) ¢ continua in xo € [a; b] equivale a dimostrare che

lim 7 (x)= £ (%)= im[ £ ()~ / ()] =0
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f o +h)=f(x)
h
f(x) =1 (%)

x—
dei limiti che si ha anche: lim[ f (x)- f (x,)]= hm (%) (x—x,)=0, cio¢ la tesi.

)C—)X

Dall’ipotesi di derivabilita noi sappiamo che %im = f'(x,)e R, per ogni h # 0, quindi se

consideriamo & = x — xy, possiamo anche scrivere lim

.X—)XO

= f'(x,). Cid significa, per le proprieta

Esempio 12
La funzione f(x) = Ix| pur essendo continua in x = 0, non ¢ ivi derivabile. Infatti abbiamo:

f(O+h)=f(0) _ . [o+A[-[o]_. ||

lim
h—0 h h—0 h =0 h
e questo limite non esiste perché x =0 ¢ un punto di discontinuita di I specie, dato che
h
lim| | = lim — —1 hm| | = hm—=—1.
=0t h  hs0t h —0" h hs0t )

Una funzione non ¢ derivabile se il limite del suo rapporto incrementale non esiste o non ¢ finito. Poniamo
allora tre distinte definizioni per le due eventualita.

Definizione 6

Data una funzione y = f{(x), continua in un intorno completo di P = (xo; f{xo)), se
s S Oth) =7 (%)
h—0 h

mo che la funzione ha in P un punto angoloso. I limiti, se finiti, destro e sinistro si dicono rispettivamen-
te derivata sinistra e derivata destra della funzione.

° llmf(x0+h)_f(x0):ioovllmf(x0+h)_f(x0)
h—0"* h h—0" h
punto cuspidale

o fim LGS0
h—0" h h—0"

punto di flesso a tangente verticale

non esiste, € almeno uno dei due limiti sinistro o destro esiste finito, allora dicia-

=JFoo allora diciamo che la funzione ha in P un

=doo allora diciamo che la funzione ha in P un

f(x0+h)_f(x0)
h

Notazione 2
Le derivate sinistra e destra in x = xo, di una funzione si indicano rispettivamente con: f (x,), f, (x,) -

Osserviamo che abbiamo distinto il caso in cui i limiti sinistro e destro del rapporto incrementale siano infi-
niti dello stesso segno, da quello in cui invece hanno segni diversi. Vediamo di capire il perché. Prima os-
serviamo che la funzione f(x) = x| ha un punto angoloso in x = 0, quindi ha due distinte tangenti. Il che ac-
cade anche per i punti cuspidali.

Esempio 13

La funzione f (x)= |x —1| ¢ continua per ogni x, vediamo se ¢ derivabile per x = 1. Abbiamo:

g L) = \/7_ _im Y

h—0~ h h—)O h—0~ h

- h|-0 N
fim L A=) _ limL= lim Y = 4o
h—0* h h—0* h =0 h

Pertanto per x = 1 abbiamo un punto cuspidale. Facciamo rappresentare il grafico a Geogebra
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N\

"
Ovviamente dire che per x = 1 vi ¢ una cuspide equivale a dire che la retta tangente alla funzione in tale pun-
to ha coefficiente angolare infinito, quindi ¢ una retta parallela all’asse delle ordinate, come mostrato in figu-
ra. Dato che i due coefficienti angolari hanno segno contrario vuol dire che da sinistra I’angolo ¢ di —90° e
da destra di +90°. Questo fa si che la curva cambi crescenza, passando da una fase decrescente a una cre-

scente. Ovviamente la funzione f (x) = —4/|x—1 , S1 comporta esattamente al contrario, avendo prima una

fase di crescita e poi di decrescita. Ma ugualmente si ha in x = 1 un punto cuspidale.

4N
-1 ._// \“*\

Invece 1 punti di flesso hanno la stessa tangente da entrambi i lati del punto, solo che questa tangente & verti-
cale e quindi la funzione non ¢ nel punto derivabile.

Esempio 14
: x—1 x21 . . e e
La funzione f(x)= ¢ continua per ogni x, ma non ¢ derivabile per x = 1, infatti:
—1-x x<l1
1+h)-f(1 ——h—
limf( ) f(): im—h 0:+o<>
h—0" h h—0" h
1+h)-f(1 -
limf( ) f()zlim\/z O=+oo
h—0* h h—0* h

Pertanto per x = 1 abbiamo un punto di flesso a tangente verticale. Facciamo rappresentare il grafico a Geo-
gebra, in cui si vede appunto che la curva continua a crescere, e pertanto deve operare una “flessione” per

|

T o 1 12

poter fare si che la retta tangente in x = 1 rimanga verticale.

Concludiamo osservando che se la funzione ¢ definita solo in un intorno destro o sinistro del punto e la deri-
vata ¢ infinita, non possiamo distinguere se il punto ¢ cuspidale o di flesso, diciamo quindi semplicemente
che la funzione nel dato punto non ¢ derivabile.
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Verifiche

Lavoriamo insieme
Vogliamo calcolare la derivata della funzione f(x) = x*—x+1 nel suo punto di ascissa xp = 0.

FO+R)=F(0) . W—h+i=1__ H-(K-1)

Dobbiamo calcolare il seguente limite: lim =lim =lim =-1.
h—0 h h—0 h h—0 /}{
Quindi f'(0)=-1.
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni nei punti accanto indicati
Livello 1
1. fl)=x*+xx=-1 [-1] f)=3x+2x=1 [3] f)=2+3x-2;x%=0 [3]
2. fW)=xX+xx=2 [13]  f)=—x+x—x+1;x="% [-5/4]
3. f)=x"+x% X, =2 [10-\/5} f(x) ==+ x°; X, =2 [-14] f(x):\/;;x():l [V2]
4. f(x)=\/x2+l;xo:0 [0] f(x)=2x3— 1; x0=-2 [3/2]
Livello 2
3x* —5x 5x* =3
5. f(x)= o 1x0=0 [-5] f(x)zm;xo: 1 [55/128] Fx) = In(x); xo=2 [V4]
6. f()=Zix=nt I )= eMn=0 2] f=eivn=1 ]
e
x—5 x*+3x-5

7. = x0=Y 112/121 =———;x0=2 39/289

T =g s 0= [ : P =g 397289

7x* =5 x+ \/; 9+6-/3

8. =—;x0=2 143/576 = i xo=1/3 -

T =555 [ : Fl)=—Tw { 4 }
Livello 3
9. flx)=sin(x); xo=0 [0] fx)=cos(x); xo=T7 [0] J(x) = sin(2x); xo = /2 [0]
10. fix)=cos(x/2); xo=T7 [-Y2] fx) = sinz(x); xo=1 [sin(2)] fix)=tan(x); xo=0 [1]
11. f(x):%/;—sin(x);x():O (D] fx) = cos(x + 1) — In(2x); xo = 1 [ 1 —sin(2)]

2" +4.cos(2

12, f(x)=e" +sin(x) o =2 {\/_ e +4 = )} fx) = sin(e); xo=0 [cos(1)]

Lavoriamo insieme

Vogliamo scrivere I’equazione della retta tangente alla funzione f(x) = 2x* = 3x* + 1 nel suo punto di ascissa
xo = 1. Dobbiamo intanto calcolare il coefficiente angolare della retta, ossia la derivata della funzione, quindi

F(1+n)—f£(1) :hmz-(1+h)“—3-(1+h)2+1—o =1im(1+h)2 (242K +4h-3)+1 _

%1111(-)1 h—0 h—0
il limite A h E g
1+h) (28> +4h—1)+1 S 8IS LN 42N
i () JHL g 28I 4012 DL i (20 +802 +9h+2) =2
h—0 h h—0 h h—0

Ora possiamo scrivere I’equazione cercata: y—f(1)=f'(1) - (x-1)=>y-0=2-(x-1) =>y=2x-2.

Scrivere le rette tangenti alle seguenti funzioni nei punti accanto indicati

Livello 1

13. fix)=2x+1;x=1 [y=2x+1] f)=1-x;x0=3 [y=1-x]
14. fly=x*+4x—1;x=1 [y =6x—2] fx) =2+ 3x% xo =2 [y = 12x + 20]
15, fl)=2+3x"-1l;x0=-Y  [y=-3/2x—-5/4] ) =x*—1; x0==2/3 [y =-32/27x - 43/27]
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16. f(x)=x3+x2+1;x0:—1

17. f(x):\/x+1 i xp=1

Livello 2
x—1
18. x)=——;x=0
7(x) X+l

19. f(x)=2*254=0
x =1
2 a—
20.  f(x) _ X oxl
21, fix)=Inx); xo=1
Livello 3

22, flx) = cos(x); xo=7/3 {y =

23.  fix) = sin(2x); xo = /4

24. f(x)zsin(g}xo zi [y
X /3

7[2

[y=x+2]
4
[y=2x-1]

[y=—x-2]

;X0 =—1/3 [y =22/49x -23/49]

[y=x-1]

6 2

—_@H@N}

[y=1]

21-3-43
6

f(x) =X +x +x X, =\/§ [y=27x—20-\/§]
[y:—z-(x+3)} f(x)=N2x"+x+15x=0 [y="Yax+1]

x> =3x+1
fy=esx=1

J(x) = sin(x); xo = 72

J(x) = cos(x/2); xo =27
2

f(x)zcosﬁé}xo - |=

T

25. Per quali punti la funzione f(x) = x>+ 4x ha derivata nulla?
26. Per quali punti la funzione f(x) = x>+ x” ha derivata nulla?
27. Per quali punti la funzione f(x) = x*+x% + 1 & crescente?

28. Per quali punti la funzione f(x)=

X’ +4

2
X

¢ decrescente?

29. In quali punti della funzione f(x)=+/x+1 la funzione non & derivabile?

[y = 4/9x + 2/9]

[y = 1/25x + 28/25]

[y =32x-20]

[y=ex]

[(-2; -4)]
[(0; 0), (=2/3; 4/27)]
[x>0]

[x>0]

[(=1;0)]

30. Dimostrare che se la funzione f(x) ¢ derivabile in x(, allora anche f(x) + k (k € R) ¢ derivabile in xy e

D[k +f(X)] x=x0 = D[f(x)]x:x()-

31. Dimostrare che se la funzione f(x) ¢ derivabile in xo, allora anche k - fix) (k € R) ¢ derivabile in x( e la

D[k 'f(x)]x:x0=k : D[ﬂx)]x:x()

Lavoriamo insieme

Abbiamo visto che in generale una funzione che contiene dei valori assoluti non ¢ derivabile nei punti che

+1
annullano il valore assoluto. Vediamo se cid accade anche per la funzione f (x)= Ix|—1 Intanto essa ¢ defi-
X+
nita solo per x + 1 # 0, cioe per x # — 1. Inoltre pud scriversi anche nel modo seguente:
x+i:1 x=0 FO+R)=F(0)  1-1
+ —_ —
f(x)= * . Quindi dobbiamo calcolare lim = lim =0e
1—x h—0* h—0" |
— x<0
|x + 1|
1-h
imlth _yploeslon_ g Soh g =2 _ 5
h—0" h—0" h-(1+h) h—0" h.(1+h) h—0- 1+ h

Percio la funzione non ¢ derivabile per x = 0, in cui vi ¢ un punto angoloso.

Stabilire quali delle seguenti funzioni non sono derivabili nei punti accanto indicati, per quelle che
non lo sono stabilire, se possibile, se il dato punto ¢ angoloso, cuspidale o di flesso

Livello 2
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32. f(x)= Jx:x=0 [Non derivabile] fx) = In(x* +1); =0 [Derivabile]
33, f(x)= ﬂ tx0=0 [Angoloso] f(x)= X tx0=0 [Derivabile]
x—1 |x+1
|x| +|x+1| .
4. f(x)= W :x0=0V xo=—-1 [Angolosi] fix)=In(xl + 1); x=0 [Angoloso]
35. filx)y=lx-2l;x0=2 [Angoloso] fx)=R2x+ 11-12x - 1l; xo =% Y2 [Angolosi]
Livello 3
36. f(x)= sin(%/;) cxo=0 [Flesso] f(x)= |x| cxo=0 [Cuspidale]
37. fix)=sin(lx —nl); xo =7 [Angoloso] flx) = cos(Ixl); xo=0 [Derivabile]
38. f (x) = sin(%/x_z) i x0=0 [Cuspidale] f (x) = sin(%/?) 1x0=0 [Derivabile]
>0 > x>0
39. f(x)= Vxox ix0=0 [Flesso] f(x)= \/x_ x :xo=0 [Derivabile]
—J-x  x<0 ¥ x<0
'
sin(|x|) x>0 v—1 xX=
40. f(x)= : xo =0 [Derivabile] f(x)= s x0=0 [Derivabile]
cos(|x—7[/2|) x<0 —|x|
— x<0
x—1
ln(\/;) x>0 |x| x>0
41. f(x)= :xo=0 [Non continua] f(x)=4"V : xo= 0 [Non derivabile]
—ln(«/—_x)x<0 sm(|x|)x<0

Lavoriamo insieme

Consideriamo la funzione ceiling(x), che indichiamo con f(x) = [ x1], che determina il massimo intero conte-
nuto in x, che ricordiamo che ha il grafico seguente, che ¢ quello di una funzione con infiniti punti di discon-
tinuita di I specie per tutte le x intere, con salto pari a 1 unita.

2]

Ovviamente dove la funzione non € continua non & neanche derivabile, ma dove € continua & invece deriva-
bile e la sua derivata ¢ ovviamente 0, dato che abbiamo a che fare con segmenti paralleli all’asse delle ascis-
se, le cui tangenti quindi sono gli stessi segmenti di coefficiente angolare zero.

Dopo avere rappresentato le seguenti funzioni stabilire dove sono derivabili e quanto vale detta deri-

vata. Ricordiamo le funzioni: floor(x) = |_xJ, cioe il minimo intero contenuto in x;
1 >
segno(x) = * , round(x) ¢ ’arrotondamento di x
-1 x<0
Livello 2
42, fix) =Lx] [f'(x)=0,xe R\Z] f(x) = segno(x) [f'(x) =0, x #0]
43. fix)=round(x) [f'(X)=0,xe R:x—-0,5¢Z] fix) =Lx) + T x] [f'(x)=0,xe R\Z]
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" f(x)={2x+1 x20 f,(x):{z x>o} f(x)z{x+1 x20 0= 1% #0]
3x-1 x<0 | 3 x<0 x—1 x<0
x x20 I x>0 1-2x x22 -2 x>2
. f(x)={3x <0 M (x):{3 x<0) f(x)={3x—9 x<2 {f (x):{3 x<2]
-x  x<0 1 x<0] -1 x<0 ,
46. f(x)=4x 0<x<l fl(x)=451 0<x<l f(x)=4x 0<x<l {fv(x):{(l) x<(())\</;c:11
1 x21 0 x>1| 1 x21 -

Derivate delle funzioni elementari
La matematica incomincia solamente quando il misuratore ed il cal-
colatore si interessano al funzionamento della loro tecnica e la istitu-
zionalizzano come una specie di gioco le cui due idee direttrici sono
l'invenzione e la dimostrazione. Gilles Gaston Granger

Il problema

Se volessimo calcolare la derivata della funzione f(x) = 7+ 134x" + sin(17x), applicando la definizione 4,
avremmo da effettuare laboriosi calcoli, non solo, ma, una volta che la abbiamo calcolata, se dovessimo cal-
colare la derivata della funzione f(x) = 3x? = 3% + Ssin(17x), non possiamo sfruttare i calcoli precedenti?

La citazione proposta all’inizio di questo paragrafo ¢ molto istruttiva e ci ricorda che il matematico, una vol-
ta che ha inventato una certa tecnica, vuole evitare di ripeterla, ma preferisce determinare una legge generale
che applichera. Un po’ quello che abbiamo fatto alle scuole elementari imparando a memoria le cosiddette
tabelline. Una volta che abbiamo capito come si moltiplicano i numeri fra loro, cioe che dire 5 x 7 ¢ lo stes-
sochedire5+5+5+5+5+5+35, ¢ inutile ripeterlo ogni volta, impariamo una volta per tutte, che 5 x 7 =
35 e tutte le volte in cui ci servira, useremo questa informazione. Lo stesso abbiamo fatto molte altre volte e
cosi faremo anche stavolta, cio¢ impareremo come calcolare le derivate di alcune funzioni elementari, quindi
impareremo come usare queste informazioni per calcoli pit complessi.

Cominciamo intanto a calcolare qualche semplice derivata in generale, non pill quindi in un dato punto.

Esempio 15

Vogliamo stabilire se la funzione costante f(x) = 3 ¢ derivabile e qual ¢ la sua derivata. In questo caso pos-

siamo procedere in due modi.

1. Geometricamente. Dato che la funzione non ¢ altro che una retta e che la retta tangente a una retta ¢ ov-
viamente la retta stessa, possiamo dire che la derivata ¢ il coefficiente angolare della retta, ciog, in questo

caso, f/(x) =0.
2. Algebricamente. Calcoliamo il limite del rapporto incrementale nel generico punto di ascissa x, cioe:

imd GHR A ) 3-3
h—0 h h—0 h

Ovviamente, essendo la funzione costante f(x + h) = 3 per ogni x e per ogni A.

Dal precedente esempio segue immediato il risultato generale.

Teorema 4
La funzione costante f(x) = k ¢ derivabile per ogni x reale ¢ si ha: f/(x) = 0.
Dimostrazione Sulla falsariga dell’esempio 15.

Tenuto conto dell’osservazione fatta nell’esempio 15 a proposito delle rette possiamo anche enunciare il se-
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guente risultato.

Teorema S
La funzione lineare f(x) = ax + b & derivabile per ogni x reale e si ha: f/(x) = a.
Dimostrazione Sulla falsariga dell’esempio 15.

Segue abbastanza immediatamente il seguente risultato.

Corollario 1
Sia f(x) derivabile in X e sia a un numero reale, allora a - f{x) & derivabile in X ¢ si ha: D[a - fix)] = a- f/(x).
Dimostrazione Per esercizio

Adesso vogliamo considerare la funzione potenza f(x) = x”", per n generico numero naturale.

Esempio 16
e Cominciamo con la funzione quadratica f(x) = X% L’approccio geometrico stavolta non ¢ utile, poiché non
¢ facile immaginare cosa accade per la retta tangente a una parabola. Conviene quindi usare il metodo al-
2
f(x+h)=f(x) .. (x+h) =%

gebrico: lim ” = hmT. Ovviamente otteniamo una forma indeterminata 0/0, ri-
h—0 h—0

cordiamo anzi che il limite del rapporto incrementale ¢ sempre una forma indeterminata 0/0. Eliminiamo

Y (2x+h
I’indeterminazione: lim/ 2hxth // =limM
h—0 h h—0 \h\
e A questo punto facilmente possiamo calcolare la derivata della funzione cubica fix) = x’. Si ha:
(x+h) =% 3l 43— £ R (3 + 3+ 1)
=lim =lim
h—0 h h—0 h h—0 \h\
Quindi D[x"] = 3x%.

=2x. Quindi si ha: D[x] = 2x.

=3x* =2x.

Usando un procedimento induttivo possiamo enunciare il seguente risultato generale.

Teorema 6

La funzione potenza f(x) = x" & derivabile per ogni x reale € ogni n naturale e si ha: f/(x) = nx" "~ b

Dimostrazione

x+h) —x"
Dobbiamo calcolare %in&%, quindi dobbiamo sviluppare la potenza del binomio, che potremmo

fare mediante lo sviluppo del binomio di Newton. In effetti cid non ¢ necessario, quello che a noi interessa

sapere & che lo sviluppo di (x + #)" & un polinomio omogeneo di grado n, i cui termini possono scriversi in
modo che le potenze di x decrescano da n a 0 e, contemporaneamente, le potenze di /4 crescono da 0 a n.

n
. -1 2,2 il 2 . . . -
Cioe (x+h)"=x"+a1 X" h+ax""h" + ...+ a,.1xh"" + a,1h". Abbiamo: a, = (kj , ma in realtd a noi in-

teressano solo i primi due addendi. Infatti il primo ci interessa perché si semplifichera con — x", e percio eli-
minera I’'indeterminazione; il secondo ci interessa perché ¢ 1’unico che contiene £ al primo grado. Tutti gli
altri addendi invece conterranno potenze di £ maggiori o uguali a 2, pertanto quando semplificheremo per &
numeratore e denominatore solo il secondo addendo non avra 4 e quindi, passando al limite rimarra solo es-
so. Chiariamo meglio:

lim )(/ +nx""h+a,x"*h’* +...+a, h" —/ e (”Ucn_1 +ax"ht..+a, BT )

=lim

=nx
h—0 h h—0 }{
Che ¢ ci0 che voleva dimostrarsi.

n—1
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Esempio 17
Possiamo dire che si ha: D[x24] = 24x23; D[x417] = 417x1°,

Il risultato precedente puo generalizzarsi per una potenza a esponente reale.

Teorema 7
La funzione potenza f(x) = x* & derivabile per ogni x e ogni p reale e si ha: f/(x)=p - "~ '.
Dimostrazione

. _(x+h) =X .
Dobbiamo calcolare ;llrr&%, dividiamo numeratore e denominatore per x” ottenendo:
—

%irr(}x , i accorgiamo che il secondo fattore assomiglia a un limite notevole, lo modifichiamo
-

. (T+hix)" =1 . ,
opportunamente: limx”" -——————=x"" - p, che ¢ la tesi cercata.

h—0 h / X

Esempio 18
Possiamo dire che si ha: D(lj = D(x_l) =—x"= L ;D (\/;) = D(x”z) = lxm_1 = %x_m = L

D(s 12 J:D(x—2/3):_§x—5/3 :_#; D(x€+ﬂ'):(e+7z.)‘xe+7r—l'

X
Consideriamo qualche altra funzione elementare.

Teorema 8§

La funzione esponenziale f(x) = a" & derivabile per ogni x reale € ogni a > 0 € si ha: f'(x) = a" - In(a).

Dimostrazione
x+h)—f(x B o a -(a"—1
Abbiamo: lim f( ) f( ) = limu = limQ . Otteniamo la tesi richiesta ricordando il
h—0 h h—0 h h—0 h
h —
limite notevole: lim 2 —n(a).

Immediato segue il seguente risultato.
Corollario 2

La funzione esponenziale f(x) = e & derivabile per ogni x reale e si ha: f/(x) = ¢*

Esempio 19
Abbiamo: D(2*)=2"In(2);D(x")=7"-In(x).

Ancora una funzione elementare.

Teorema 9
La funzione logaritmica f(x) = log,(x) ¢ derivabile per ogni x reale positivo e ogni a > 0 e diverso da 1 e si

ha: f/(x) = 1/[x- In(a)].
Dimostrazione
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loga xth lOga (1+hj

f(x+h)=f(x) .. log,(x+h)—log,(x)

Abbiamo: lim =lim =lim X —lim 2/ . Otteniamo la
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
. . .. . e . _log,(1+h) 1
tesi richiesta moltiplicando e dividendo per x e ricordando il limite notevole: %m& 5 = n(a) .
- n(a
Immediato ¢ il seguente risultato.
Corollario 3
Si ha D[/n(x)] = 1/x.
Esempio 20
1 1
Abbiamo: D|log.(x) |= ;D log, (x)|=———.
: x-In| —

Passiamo alle funzioni goniometriche.
Teorema 10
La funzione f(x) = sin(x) € derivabile per ogni x reale e si ha: f/(x) = cos(x).
Dimostrazione

. . f(x+h)=f(x) .. sin(x+h)—sin(x) . , .. _
Abbiamo: %111‘% P =lim P . Per eliminare I’indeterminazione applichiamo la

. . — +
formula di prostaferesi: sin(p)—sin(q)=2- sin( P 5 g J : cos( P 5 qj , ottenendo cosi:

.(hj (2x+hj
2-sin| — |- cos
2 2 _

lim

sin ﬁ
2 (2x+hj
cCOS| —— |.

h50 h -0  h 2
2
: o L . sin(x)
Otteniamo la tesi richiesta ricordando il limite notevole: hn(} =1.
X— x

Allo stesso modo abbiamo:

Teorema 11
La funzione f(x) = cos(x) & derivabile per ogni x reale e si ha: f/(x) = — sin(x).
Dimostrazione per esercizio

Nei successivi paragrafi calcoleremo derivate di altre funzioni pitt complesse, utilizzando altre tecniche.

122



C. Di Stefano, Dal problema al modello matematico — Vol 3 — Capitolo 10 - Unita 1

Verifiche

Lavoriamo insieme

Vogliamo determinare la derivata della funzione Ix applicando la formula determinata nel teorema 7. Ab-
1 1 1
biamo: V/x = x"*, quindi D(/x)=D(x7)==x" =2 xP =
q ( ) ( ) 3 3 3. Q/x_z
Determinare le derivate delle seguenti funzioni, usando la formula stabilita dal teorema 7
Livello 1

. x? e I N O F\/?} I { 3 }
=

2.x 3
2. x L Ut [ T e+ 1) x ] A" [-m-x™Y

s

e o3 3 2 _1 3'\/5—4
D5 e x I
X2 {Ze +7+2+2-1 ' x26+”+22ﬁ_3} Nx l:e2 —4e—1 'XEZ_ZH }

2

Lavoriamo insieme

Vogliamo determinare la derivata della funzione loga(x’) applicando la formula determinata nel teorema 9.
Intanto applichiamo le proprieta dei logaritmi, scrivendo 3 - logs(x), quindi abbiamo:

D[log4 (x3 ):| = D[3-log4 (x)] = x-ls(4)

Determinare le derivate delle seguenti funzioni, usando le formule stabilite dai teoremi 8 e 9
Livello 1

8. 4ex [4ex] ex+1 [ex+1] ex72 [ex72] 2x71 [2)(71 . ll’l(2)] 3x+\/§ |:3x+\/5 ln(3)]
9. 1/3" [ n(G3)Y3Y logs(x')  [4/x- In(3)]  logs(Vx) [UQ2x- In(S)] In(1x)  [~elx]
10.  logs(x) + logs(5x) [2/(x - In(3))] log(3x) — log:(x*) [—1/(x - In(7))]
Livello 2

1. 29470 [227 . In(2)] 3990 37 In3)] 4987 [=277 L n(2)] 25Y5 [577- In(5))
12. loga(x) - logd4), x>0, x#1 [0] loga(x)/logs(x®), x>0 [0] In*x) - log«3), x>0, x# 1 [In(3)/x]
13. logs*(x*) - log.(3), x>0, x # 1 [9logs(3)/(x - In(5)] ™" [€™] a*" [ In(a)]
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Lavoriamo insieme

Vogliamo determinare la derivata della funzione x—+i Non sappiamo ancora come fare, quindi dobbiamo
x —
calcolare il limite del rapporto incrementale.
x+h+1 x+1

x+h—-1 x-1_

(x+h+1)‘(x—l)—(x+1)~(x+h—1) _

lim =lim
h—0 h 70 h-(x+h-1)-(x—1)
N ) S CED S o et S o e e SN 24 __ 2
=0 he(x+h=1)-(x-1) w0 - (xth=1)-(x-1) (x—1)’
Calcolare le derivate delle seguenti funzioni
Livello 1 i
3x* —5x 21x* +6x-5 5x° -3 35x +54x+21
14, f(x)= — f(x)=o5—
Tx+1 (7x+1) | Ox"+7x 9x+7
Tx-5 —42x7 +60x +22 2x
15, f(x)=——>— : f(x)=
6x +3x+1 (6x2+3x+1) 3x+1 3x+1
ax+b —2ab ax+b ad bc
16.  f(x)= — f(x)=
ax—>b (ax—b) cx+d cx+d
. szn x/ 2
17.  fix) = sin(3x) [3cos(3x)] f(x) = cos(x/2)
18. fix)=(2x+5)’° [6 - (2x + 5)°] f(x) = [sin(x) + cos(x)]* [4cos*(x) — 2]
19. flix)= sinz( 17x) + cosz( 17x) [0] fix) = sec(25x) - cos(25x) [0]
Livello 2
20. f(x) = sin(nx) [ - cos(nx)] f(x) = cos(nx) [—n - sin(nx)]
21. Trovare I’errore nella seguente procedura di calcolo della derivata della funzione sin(2x)
2. 2x+h—-2x cos 2x+h+2x
sin(2x+h)-sin(2x) " o T
m =lim
h—0 h h